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Re´sume´
En ge´nie des proce´de´s, les inge´nieurs sont souvent en pre´sence d’e´coulements
turbulents dans lesquels des gouttes subissent des de´formations et parfois se
rompent en une multitude de plus petites gouttes. Il existe aujourd’hui des
mode`les pre´dictifs pour pre´voir ce phe´nome`ne, afin de maˆıtriser la taille des
gouttes dans le proce´de´. Cependant, il existe aussi des mole´cules, dites tensioac-
tives, capables de se positionner sur l’interface entre la goutte et le fluide et qui
peuvent modifier grandement la probabilite´ de rupture. Les mode`les physiques
actuels ne´cessitent d’eˆtre ame´liore´s afin de prendre en compte leurs effets. Dans
cette the`se, on s’inte´resse a` l’influence de ces mole´cules sur la dynamique des
interfaces via deux phe´nome`nes d’origines thermodynamique et rhe´ologique,
respectivement l’effet Marangoni et les viscosite´s de surface. Pour cela, on e´tudie
la dynamique des oscillations de formes des gouttes en pre´sence de ces mole´cules.
Abstract
Chemical process engineers often need to manage turbulent flows in which
drops can undergo severe deformations, and sometimes break up into a multitude
of smaller drops. Predictive models have been developped in order to control
the size distribution of droplets in chemical processes. However, surfactant
molecules can to the interface between a droplet and the surrounding fluid
and drastically change the phenomenology of drops break up. Their effect is
not yet properly considered in existing models. In this PhD, we study the
influence of such molecules on the interface dynamics through two phenomena of
thermodynamical and rheological origins, repectively the Marangoni effect and
surface viscosities. To do so, we study the dynamics of shape oscillations in the
presence of surfactants.
Remerciements
Je remercie chaleureusement mes directeurs de the`se, Fre´de´ric et Benjamin,
pour leur implication et leur soutien sans faille dans ce projet. Je remercie aussi
Olivier pour sa participation e´nergique aux discussions et re´flexions.
Un grand merci aussi aux doctorants et post-doc que j’ai pu croiser pendant les
trois ans passe´s au LGC et qui ont contribue´ a` e´gayer la vie au deuxie`me e´tage.
Une pense´e donc pour Marina, E´lise, Pierre, Laura, Audrey et Pedro.
Je pense aussi a` mes parents, qui m’ont toujours soutenu pendant mes e´tudes,
dont l’obtention du titre de docteur marque l’aboutissement.
Table des matie`res
1Introduction
1 Dynamique et rhe´ologie des interfaces 5
1.1 Dynamique des interfaces contamine´es . . . . . . . . . . . . . . 7
1.1.1 Approche thermodynamique des interfaces . . . . . . . . 7
1.1.1.1 Mode`les d’interface et tension de surface . . . . 8
1.1.1.2 Mole´cules Tensioactives . . . . . . . . . . . . . 10
1.1.2 Dynamique des interfaces viscoe´lastiques . . . . . . . . . 15
1.1.2.1 Mode`les line´aires e´lastiques . . . . . . . . . . . 16
1.1.2.2 Interface newtonienne : mode`le de Boussinesq-
Scriven . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
1.2 Oscillation de forme de particules fluides . . . . . . . . . . . . . 23
1.2.1 De´composition en harmoniques sphe´riques . . . . . . . . 24
1.2.2 Oscillations harmoniques d’une goutte . . . . . . . . . . 26
1.2.3 Solution potentielle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
1.2.4 Oscillations line´aires de gouttes a` interface contamine´e et
visqueuse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
1.2.4.1 Re´solution analytique des oscillations a` faible
amplitude . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
1.2.4.2 Oscillations force´es . . . . . . . . . . . . . . . . 32
1.2.5 Lien entre oscillations et rupture . . . . . . . . . . . . . 34
1.2.6 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
2 Formulations physique et nume´rique 37
2.1 Formulation physique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
2.1.1 E´quations re´solues dans les phases continues . . . . . . . 37
2.1.2 Conditions de raccordement a` l’interface . . . . . . . . . 38
2.2 Me´thode nume´rique du code DIVA . . . . . . . . . . . . . . . . 41
2.2.1 E´tat de l’art de la mode´lisation nume´riques des
interfaces en pre´sence de tensioactifs . . . . . . . . . . . 42
2.2.2 La me´thode de projection . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
2.2.3 La me´thode Level Set . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
2.2.4 Sche´mas de discre´tisation pour la re´solution
d’e´quations hyperboliques . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
2.2.5 Gestion des sauts par la me´thode Ghost Fluid . . . . . . 47
2.2.5.1 Concept de Ghost Fluid . . . . . . . . . . . . . 47
2.2.5.2 Diffe´renciation de la pression pour la re´solution
de l’e´quation de Poisson . . . . . . . . . . . . . 48
2.2.5.3 Diffe´renciation du terme visqueux . . . . . . . . 49
2.2.6 Re´solution de l’e´quation de transport de Γ . . . . . . . . 52
2.3 Validations nume´riques a` partir de cas
e´le´mentaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
2.3.1 Transport d’un profil non uniforme de tensioactifs sur une
interface en rotation et expansion . . . . . . . . . . . . . 53
2.3.1.1 Interface en rotation seule . . . . . . . . . . . . 55
2.3.1.2 Interface en expansion . . . . . . . . . . . . . . 60
2.3.2 Translation d’une goutte en pre´sence d’un gradient de
tension de surface uniforme. . . . . . . . . . . . . . . . . 61
2.3.3 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
3 Influence de l’effet Marangoni sur la dynamique des gouttes 65
3.1 Ascension sans oscillations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
3.1.1 De´tails des simulations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
3.1.1.1 Maillage pour les simulations d’une goutte en
ascension . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
3.1.1.2 Post-traitement . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
3.1.2 E´volution des profils de concentration . . . . . . . . . . . 70
3.1.3 Effet Marangoni sur la vitesse d’ascension et la dissipation
visqueuse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
3.2 Oscillations sans ascension . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
3.2.1 Suivi de la forme de l’interface . . . . . . . . . . . . . . . 78
3.2.2 Influence de Es sur ω2 et β2 . . . . . . . . . . . . . . . . 79
3.2.3 Profils de concentration surfacique . . . . . . . . . . . . 80
3.2.4 Dissipation visqueuse dans les phases continues . . . . . 82
3.2.5 Lien entre amortissement et effet Marangoni . . . . . . . 83
3.3 Couplage de l’ascension et des oscillations de forme . . . . . . . 85
3.3.1 Post-traitement de la forme : Calcul de ω2 et β2 pour une
goutte en ascension . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85
3.3.2 Influence des oscillations sur la vitesse d’ascension : effet
de masse ajoute´e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86
3.3.3 86Effet de l’ascension sur les oscillations . . . . . . . . . . . 3.3.3.1 
Cas de re´fe´rence : goutte oscillante en ascension
sans tensioactifs . . . . . . . . . . . . . . . . . 86
3.3.3.2 E´volution des profils de concentration . . . . . 87
3.3.3.3 Effets des tensioactifs sur le couplage ascension
/ oscillation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88
3.3.4 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90
4 Simulation nume´rique d’une goutte en pre´sence de viscosite´ in-
terfaciale 93
4.1 E´tude analytique du saut de contraintes a` l’interface . . . . . . 93
4.1.1 Outils de calcul tensoriel pour la rhe´ologie . . . . . . . . 93
4.1.1.1 Contraction simple ou produit scalaire . . . . . 93
4.1.1.2 Produit vectoriel . . . . . . . . . . . . . . . . . 94
4.1.1.3 La double contraction . . . . . . . . . . . . . . 94
4.1.2 De´veloppement du saut de contraintes . . . . . . . . . . 94
4.1.2.1 Simplifications ge´ne´rales . . . . . . . . . . . . . 95
4.1.2.2 Simplification pour une interface axisyme´trique 96
4.1.2.3 Line´arisation autour de la forme sphe´rique . . . 98
4.2 Simulations nume´riques d’interfaces
visqueuses . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99
4.2.1 Pre´sentation des me´thodes nume´riques . . . . . . . . . . 99
4.2.1.1 Premie`re Me´thode : Maillage de l’interface . . . 100
4.2.1.2 Seconde Me´thode : Extension de vs et vn . . . . 101
4.2.1.3 Adaptation du pas de temps . . . . . . . . . . . 102
4.2.2 Validation ge´ome´trique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103
4.2.3 Validation physique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107
4.2.3.1 Me´thode du maillage a` l’interface . . . . . . . . 107
4.2.3.2 Me´thode de l’extension . . . . . . . . . . . . . . 111
4.2.3.3 Confrontation des deux me´thodes . . . . . . . . 115
4.2.4 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119
5 Confrontation de la the´orie line´aire a` des re´sultats expe´rimentaux
121concernant un goutte de pe´trole.
5.1 Extrapolation des parame`tres rhe´ologiques
a` partir des mesures effectue´es a` basse fre´quence . . . . . . . . . 123
5.2 Recherche des parame`tres par isocontours . . . . . . . . . . . . 125
5.2.1 Goutte jeune . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125
5.2.2 Goutte vieillie artificiellement . . . . . . . . . . . . . . . 129
1305.3 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
Conclusion ge´ne´rale 131

Introduction
En ge´nie des proce´de´s, on rencontre souvent des e´coulements a` phase disperse´e
dans lesquels des gouttes liquides ou des bulles gazeuses sont disperse´es au sein
d’une phase liquide. Dans des e´coulements turbulents, les gouttes et les bulles
sont soumises a` des contraintes importantes qui peuvent les de´former, les faire
se rencontrer, et aboutir a` des phe´nome`nes de rupture ou de coalescence qui
peuvent changer la re´partition en taille de la population de gouttes ou de bulles,
ces phe´nome`nes de rupture ou/et de coalescence pouvant eˆtre cherche´s ou subis.
On trouve aussi ou on ajoute parfois des mole´cules dites tensioactives dissoutes
dans les fluides. Ces mole´cules ont la capacite´ de s’adsorber a` l’interface entre les
phases fluides et d’en modifier les proprie´te´s, en particulier la tension interfaciale,
ainsi que leur re´ponse a` une de´formation.
On trouve ces syste`mes complexes dans divers domaines industriels. Il est
fre´quent de chercher a` maˆıtriser la re´partition en taille de la population de gouttes
ou de bulles. Les homoge´ne´isateurs a` haute pression permettent par exemple de
diminuer la taille moyenne des gouttes composant l’e´mulsion, et de rendre le
syste`me plus homoge`ne et surtout plus stable. Cet outil est utilise´ dans l’industrie
alimentaire car certains produits consomme´s quotidiennement, comme le lait ou
la mayonnaise, sont des e´mulsions qui doivent rester stables, sous peine de voir
une se´paration des phases qui rend le produit inconsommable. Les e´mulsions ont
aussi un inte´reˆt sanitaire. En effet, certains me´dicaments sont administre´s par
voie parente´rale sous forme d’e´mulsions, et les tensioactifs pulmonaires jouent un
roˆle crucial dans le proce´de´ respiratoire. Enfin, les e´mulsions sont naturellement
pre´sentes dans l’industrie pe´trochimique, sous la forme de me´lange eau-brut de
pe´trole, ou` les enjeux consistent a` e´tudier leur transport ou bien assurer une
se´paration efficace des diffe´rentes phases.
Afin de pre´voir la rupture des gouttes dans un e´coulement turbulent, des
mode`les pre´dictifs ont e´te´ de´veloppe´s. Une approche par un bilan statique des
forces s’appliquant a` la goutte a e´te´ propose´e par Hinze (1955) [28]. Elle com-
pare les forces hydrodynamiques tendant a` de´former la goutte, provenant des
contraintes visqueuses, inertielles ou turbulentes de l’e´coulement, a` la force de
tension de surface s’opposant a` la de´formation. Ce type de mode`le de´finit ensuite
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un diame`tre critique pour la goutte au-dela` duquel elle rompt. Cependant, dans
ce type d’e´coulements complexes, le phe´nome`ne de rupture de´pend fortement de
la dynamique de l’interface, c’est-a`-dire de la re´ponse instantane´e de la goutte ou
la bulle a` une fluctuation de l’e´coulement dans son voisinage. La dynamique de
l’interface est difficile a` pre´voir d’autant qu’elle peut varier selon les proprie´te´s
de l’e´coulement ou eˆtre affecte´e par la pre´sence de mole´cules tensioactives. La
the´orie de Hinze, qui ne prend pas en compte la re´ponse de la goutte, n’est
donc pas adapte´e pour mode´liser les phe´nome`nes de rupture. D’autres approches
plus empiriques ont e´te´ de´veloppe´es, en mode´lisant la fre´quence de rupture des
gouttes en fonction des proprie´te´s physico-chimiques du syste`me ainsi que de
statistiques de l’e´coulement, mais peu de mode`les de fragmentation tiennent
compte de la re´ponse dynamique de l’interface. Or, lorsque la goutte est de´forme´e
par les contraintes cause´es par un e´coulement, elle va naturellement se mettre a`
subir des oscillations de forme caracte´rise´es par une e´chelle de temps qui lui est
propre. Le temps de relaxation de la goutte doit donc eˆtre compare´ aux e´chelles
de temps de l’e´coulement. Sur cette base, un mode`le pre´dictif de rupture de
goutte faisant intervenir les temps caracte´ristiques de la dynamique des interfaces
a alors e´te´ de´veloppe´ par O’Rourke (1897) [50]. Il se base sur une mode´lisation
de la goutte comme un oscillateur harmonique force´ caracte´rise´ par une pul-
sation et un coefficient d’amortissement. Il fait intervenir a` la fois un terme
de forc¸age repre´sentant les contraintes cause´es par l’e´coulement externe et le
temps de re´ponse de la goutte. Ce mode`le est en bon accord avec les observations
expe´rimentales de rupture de gouttes d’heptane dans un e´coulement turbulent
inhomoge`ne de Galinat et al. (2007) [21].
L’e´tude des oscillations de forme des gouttes est donc un proble`me tre`s
inte´ressant pour tenter de comprendre le comportement des gouttes dans des
e´coulements complexes. Des the´ories existent pour pre´voir la pulsation et le
coefficient d’amortissement pour des oscillations de faible amplitude de gouttes
propres ou contamine´es, notament par Lamb (1932), Lu & Apfel (1991), Miller
& Scriven (1968) et Prosperetti (1980) [37, 43, 46, 54]. Elles ont e´te´ confronte´es
aux expe´riences sur des gouttes d’heptane dans de l’eau d’Abi Chebel (2012) [2],
ou` il a e´te´ observe´ que la pulsation et le coefficient d’amortissement des oscilla-
tions e´taient tre`s diffe´rents des pre´dictions the´oriques pour une goutte propre.
Dans ce cas, deux me´canismes viennent modifier la dynamique de l’interface : le
mouvement d’ascension et la pre´sence de tensioactifs adsorbe´s a` l’interface. Dans
sa the`se, Lalanne (2012) [33] a e´tudie´ nume´riquement le couplage entre le mou-
vement d’ascension et l’amortissement des oscillations de forme pour des gouttes
propres. Ne´anmoins, l’effet de l’ascension ne suffit pas a` expliquer l’e´cart observe´
avec les pre´dictions the´oriques. Il est donc primordial de s’inte´resser a` l’effet des
tensioactifs sur la dynamique d’oscillation des gouttes, qu’ils soient pre´sents en
quantite´ re´siduelle (simple contamination) ou a` grande concentration. L’objectif
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de cette the`se est donc d’e´tudier leur influence sur les oscillations de forme de
gouttes, en utilisant la simulation nume´rique comme outil d’investigation. A` ce
jour, il n’existe pas d’e´tude nume´rique des oscillations de forme de gouttes en
pre´sence de tensioactifs.
Dans cette the`se, on s’inte´resse principalement aux deux e´chelles de temps
caracte´risant la dynamique de l’interface et, plus spe´cifiquement, on e´tudie com-
ment les mole´cules tensioactives peuvent l’influencer par deux processus distincts.
Le premier, d’origine thermodynamique, provient de la diminution de la tension
de surface cause´e par la pre´sence des tensioactifs. La non-uniformite´ de la tension
de surface ge´ne`re un e´coulement qui prend le nom d’effet Marangoni. Le second,
d’origine rhe´ologique, est lie´ aux interactions entre les mole´cules tensioactives
lors de la de´formation de l’interface. Celles-ci peuvent ge´ne´rer des viscosite´s de
surface et, lorsqu’elles sont adsorbe´es a` l’interface en grande quantite´, aboutir
a` la cre´ation de re´seaux dont le comportement est fortement visqueux et e´lastique.
Dans le premier chapitre, nous discuterons des mode`les the´oriques permettant
de de´crire les phe´nome`nes thermodynamiques et rhe´ologiques qui re´gissent la
dynamique de l’interface. Nous verrons comment mode´liser une interface entre
deux fluides et de´taillerons l’origine de la tension de surface. Nous verrons com-
ment l’influence des mole´cules tensioactives peut eˆtre prise en compte dans un
code de calcul de dynamique des fluides. Ensuite, nous ferons un e´tat de l’art
sur les re´sultats existants concernant le proble`me des oscillations de forme des
gouttes. Le principal mode`le the´orique prenant en compte les tensioactifs y sera
de´taille´. Ce chapitre bibliographique pose les fondations de l’e´tude nume´rique
qui suivra.
Dans le second chapitre, la me´thode nume´rique utilise´e pour effectuer nos si-
mulations diphasiques est de´taille´e. Le code DIVA de´veloppe´ conjointement
entre l’IMFT et le LGC emploie une me´thode Level-Set couple´e a` une me´thode
Ghost Fluid permettant de mode´liser l’interface entre deux fluides et les sauts de
contraintes que celle-ci ge´ne`re. Le code ne prenant pas en compte les effets des
tensioactifs avant cette the`se, on de´taillera la me´thode par laquelle nous les avons
introduis. Ces effets seront mode´lise´s par des sauts de contraintes tangentielle et
normale dont les expressions diffe`rent suivant le mode`le the´orique employe´. La
me´thode nume´rique comple`te est ensuite valide´e a` l’aide de cas tests.
Dans le chapitre 3, nous pre´sentons les re´sultats des simulations de trois cas
distincts. Seule l’e´lasticite´ de Gibbs, sans viscosite´ de surface, est mode´lise´e.
Le chapitre porte donc sur l’influence de l’effet Marangoni sur la dynamique
interfaciale. D’abord, nous verrons comment la pre´sence de tensioactifs influence
le mouvement d’ascension d’une goutte cause´ par la gravite´. Ensuite, nous cher-
cherons a` comprendre comment ils modifient l’e´coulement dans les couches limites
lors d’oscillations libres d’amplitudes mode´re´es en l’absence de gravite´. Enfin,
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nous aborderons le cas d’une goutte subissant simultane´ment un mouvement
d’ascension et des oscillations de forme. Nous e´tudierons alors le couplage entre
les tensioactifs, le mouvement d’ascension et les oscillations de forme.
Dans le chapitre 4, nous chercherons a` mode´liser nume´riquement des effets de
viscosite´s de surface induits par la pre´sence de tensioactifs adsorbe´s. Pour cela,
deux me´thodes seront de´veloppe´es pour calculer les de´rive´es tangentielles de la
vitesse le long de l’interface. Ces termes sont difficiles a` calculer dans le cadre
d’une me´thode nume´rique utilisant un maillage fixe qui n’e´pouse pas la forme de
l’interface mais ne´cessaires a` la mode´lisation des effets des viscosite´s de surface.
Ces me´thodes seront compare´es en se basant sur leur performance a` calculer ces
termes. Dans la suite de ce chapitre, des re´sultats de simulations d’oscillations
de forme pour des gouttes a` interface visqueuse seront pre´sente´s.
Enfin, dans le chapitre 5, nous confronterons la the´orie line´aires de Lu & Apfel
(1991) [43] aux re´sultats expe´rimentaux d’oscillations de forme obtenus avec des
gouttes de pe´trole. Nous essaierons de voir s’il est possible de de´crire ces gouttes
de composition complexe a` l’aide de la the´orie pre´sente´e dans le chapitre 1 par
un mode`le conside´rant seulement une e´lasticite´ due au gradient de tension de
surface, dite e´lasticite´ de Gibbs, et des viscosite´s de surface.
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Chapitre 1
Dynamique et rhe´ologie
des interfaces
Nous de´signons par dynamique des interfaces la description des mouvements
de l’interface entre deux fluides. L’interface n’est pas un objet mate´riel en soi.
Sa description couple en fait la me´canique des deux fluides qui se trouvent de
part et d’autre de l’interface avec la me´canique de l’interface elle-meˆme.
La description de l’interface requiert la connaissance la relation me´canique
constitutive du milieu bidimensionnel qui la constitue. La rhe´ologie interfaciale
est la discipline qui e´tudie cette relation entre les tensions au sein de l’interface
et les de´formations de celle-ci. Dans le cas le plus simple d’une interface entre
deux fluides non miscibles purs, cette relation se re´duit a` une tension interfaciale
constante. Lorsque des mole´cules tensioactives s’adsorbent a` l’interface, cette
relation devient plus complexe et prend la forme d’une relation entre des tenseurs
d’ordre deux inscrits dans une ge´ome´trie bidimensionnelle non euclidienne. La
nature de cette loi constitutive de´pend des proprie´te´s physico-chimiques des
mole´cules implique´es.
La dynamique des interfaces fait donc appel a` des disciplines aussi varie´es
que complexes : me´canique des fluides, physico-chimie, thermodynamique et
me´canique des milieux continus en ge´ome´tries non euclidiennes. Le but de cette
premie`re partie est de pre´senter l’e´tat de l’art de ce domaine complexe. En
introduction, nous commencerons par parler des domaines d’application de la
rhe´ologie interfaciale. Ceux-ci sont tre`s varie´s et pre´sentent un inte´reˆt conside´rable
pour de nombreux proce´de´s industriels. Ensuite, nous reviendrons brie`vement
sur l’e´volution de cette discipline depuis les premie`res e´tudes jusqu’a` celles qui
ont permis de construire une base the´orique solide.
Les applications de la rhe´ologie interfaciale sont nombreuses. Elle concerne
tout proce´de´ physique mettant en contact deux fluides non miscibles, comme
l’e´tude de la forme d’une goutte de pluie lors de sa chute, de l’e´tude des
bulles de champagne, ou encore celle du transport de globules rouges dans
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le sang. Elle est cependant surtout importante quand des mole´cules tensioactives
viennent perturber la dynamique des interfaces. Dans l’industrie, on trouve ces
phe´nome`nes notamment en transport et se´paration du pe´trole, ou` sont pre´sents
des e´coulements instationnaires et turbulents en pre´sence de multiples phases
et de tensioactifs. Certains proce´de´s emploient aussi des e´mulsions, c’est-a`-dire
des dispersions de nombreuses petites particules de fluide au sein d’un autre
liquide. Les e´mulsions sont notamment tre`s pre´sentes dans l’agro-alimentaire
(mayonnaise, sodas, cafe´s...). sont des e´mulsions. Il est donc de l’inte´reˆt des
industriels de pouvoir maˆıtriser la stabilite´ de ces dernie`res, par exemple a` l’aide
de l’homoge´ne´isation a` haute pression, au risque de voir leur mayonnaise retom-
ber. Dans le domaine de la sante´, la rhe´ologie interfaciale est particulie`rement
implique´e dans les proce´de´s d’encapsulation de me´dicaments, ou plus directement
dans la compre´hension des effets des tensioactifs pulmonaires, qui jouent un roˆle
crucial pour la respiration, ou encore la compre´hension du transport du mucus
dans les bronches.
L’e´tude de cette science remonte au XIXe`me sie`cle. Les premiers travaux sur
les forces de surface sont dus a` d’e´minents scientifiques de l’e´poque : Laplace,
Gauss, Young... A` cette pe´riode, il a e´te´ propose´ de mode´liser l’interface e´tait
une surface a` deux dimensions, au travers de laquelle les proprie´te´s physiques
telles que la densite´ e´taient discontinues. Il e´tait alors ne´cessaire de de´crire les
phe´nome`nes physiques responsables des sauts de contraintes d’un fluide a` l’autre.
Un peu plus tard, les interfaces furent reconnues comme e´tant des zones de
transitions continues d’e´paisseur non nulles bien que tre`s faible, notamment par
les travaux de Poisson (1831) [53] et Gibbs (1948) [22]. Plus tard cette the´orie
sera davantage e´labore´e par Rayleigh (1892) [56] et par Van der Waals (1894)
[78]. Bien que ce mode`le semblaˆt plus proche de la re´alite´, le mode`le de l’interface
infiniment fine fut pre´serve´ car donnant des re´sultats satisfaisants.
C’est finalement Marangoni qui donne son nom a` l’effet d’un gradient de tension
de surface, observe´ avant lui en 1855 par Thomson, capable de ge´ne´rer de la
convection au sein des fluides en contact avec l’interface. En 1869, Plateau [52]
observe la re´sistance d’une interface fluide a` la traverse´e d’une aiguille magne´tique.
Cette re´sistance est plus importante que celle pre´dite en ne tenant compte que
de la re´sistance des fluides, ce qui le pousse a` faire l’hypothe`se de l’existence
d’une viscosite´ de surface. En 1871, il fera le lien entre cette viscosite´ de surface
et la me´ta-stabilite´ des e´mulsions.
Au de´but du XXe`me sie`cle, Hadamard & Rybczynski (1911) [24, 60] ge´ne´ralisent
la the´orie de Stokes, valable pour des particules solides et datant de 1851, a`
des particules fluides. Cependant, des observations expe´rimentales de Lebedev
et Silvey (1916) [38, 66] montrent que, pour un rayon suffisamment faible, les
particules fluides n’atteignent pas la vitesse d’ascension finale attendue, mais
celle d’une particule solide. Boussinesq (1913) [7] utilise la formulation de la
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viscosite´ de surface de Plateau pour expliquer ces observations. Il en de´duit une
expression analytique de la vitesse d’ascension des particules fluides qui, sous
l’effet de la viscosite´, se durcissaient lorsque leur rayon diminuait. Cette the´orie
a e´te´ admise pendant plus d’un demi-sie`cle, jusqu’en 1962, ou` Levich [40] e´met
l’hypothe`se que c’est en re´alite´ l’effet Marangoni qui explique les observations de
Lebedev et Silvey [38, 66] et non la viscosite´ de surface.
Avant le travail de Scriven (1960) [64], les the´ories ne permettaient pas aux
expe´rimentateurs d’obtenir des mesures fiables et reproductibles des proprie´te´s
des interfaces. C’est encore aujourd’hui le mode`le le plus solide pour pre´voir
la dynamique d’interfaces visqueuses newtoniennes contamine´es par des ten-
sioactifs, et celui sur lequel se basent toutes les the´ories utilise´es dans cette
the`se. En paralle`le de l’approche de Scriven, d’autres mode`les d’interface ont e´te´
de´veloppe´s pour mode´liser leurs comportements non newtoniens et/ou e´lastiques.
Par exemple, le mode`le de Hedge & Slattery (1971) [27] ge´ne´ralise la the´orie
de Scriven a` des viscosite´s de surface de´pendantes du taux de cisaillement. Le
mode`le de Maxwell-Voigt permet de mode´liser la de´pendance de l’interface a`
l’histoire de la de´formation en introduisant des e´lasticite´s de cisaillement et de
dilatation.
Afin de simplifier l’approche des interfaces complexes et de tous les phe´nome`nes
potentiellement en pre´sence, Verwijlen, Imperiali & Vermant (2014) [79] pro-
posent de classer ces phe´nome`nes en deux cate´gories. La premie`re cate´gorie
regroupe les proprie´te´s de l’interface lie´es a` son e´tat thermodynamique, comme
l’e´lasticite´ de Gibbs. La deuxie`me cate´gorie regroupe les proprie´te´s viscoe´lastiques
lie´es aux interaction entre les mole´cules adsorbe´es a` l’interface.
La premie`re section de ce chapitre est divise´e en deux parties base´es sur
la cate´gorisation mentionne´e ci-dessus. Nous commencerons par de´tailler les
phe´nome`nes observables sur une interface contamine´e, sans eˆtre ni visqueuse ni
e´lastique. Ensuite nous verrons comment sont traite´es les proprie´te´s viscoe´lastiques
dans les mode`les the´oriques. Dans la seconde section, nous verrons comment
ces mode`les ont pu eˆtre utilise´s pour re´soudre analytiquement le cas de gouttes
oscillantes en pre´sence de tensioactifs.
1.1 Dynamique des interfaces contamine´es
1.1.1 Approche thermodynamique des interfaces
Les interfaces ne se comportent pas de la meˆme manie`re suivant qu’elles
sont propres, c’est-a`-dire sans aucune mole´cule tensioactives adsorbe´es, ou bien
contamine´es.
La description thermodynamique d’une interface prend en compte le nombre
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de mole´cules pre´sentes sur cette interface, c’est-a`-dire la concentration surfacique
locale en tensioactifs adsorbe´s (cette concentration surfacique sera note´e Γ dans la
suite de ce document). Cette concentration surfacique de´pend de la concentration
volumique de ces meˆmes mole´cules dans les phases continues - suppose´es eˆtre en
e´quilibre avec la surface - et de leurs proprie´te´s d’adsorption/de´sorption a` l’inter-
face. Les tensioactifs adsorbe´s vont modifier localement la tension interfaciale,
ge´ne´ralement en l’abaissant, ce qui rend les gouttes plus de´formables.
Dans le cas ou` le taux de couverture de l’interface est faible par rapport a` la
saturation (interfaces dites contamine´es), l’e´coulement environnant a` la goutte,
qui peut transporter les tensioactifs le long de l’interface, ainsi que la de´formation
e´ventuelle de la goutte, vont e´galement modifier cette concentration surfacique
en tensioactifs, ge´ne´rant ainsi des gradients de tension interfaciale, dont la
conse´quence est de faire apparaˆıtre une force interfaciale appele´e contrainte
de Marangoni. Alors, la pre´sence de tensioactifs adsorbe´s tend a` rapprocher
la dynamique de l’interface de celle d’une surface solide en provoquant une
augmentation du frottement des fluides a` l’interface, comme nous le montrerons
dans le chapitre 3.
L’e´tude de la dynamique d’interfaces contamine´es ne´cessite donc de de´crire
l’ensemble de ces phe´nome`nes qui modifient le profil surfacique de Γ.
Dans cette partie, nous commencerons par distinguer les deux mode`les,
microscopique et macroscopique, accepte´s pour repre´senter les interfaces fluides.
Le premier mode`le est le plus utile pour les e´tudes analytiques et la formulation
d’e´quations d’e´tat ou isothermes d’adsorption. Il est le plus pre´cis car il prend en
compte les proprie´te´s fondamentales de l’interface. Le deuxie`me a l’avantage d’eˆtre
plus pratique pour e´tudier des phe´nome`nes complexes, en utilisant un mode`le
simplifie´ pour l’interface. Ensuite, nous introduirons quelques mode`les permettant
de calculer la concentration surfacique en tensioactifs le long d’une interface
contamine´e : isothermes d’adsorption, e´quation de transport de tensioactifs et
e´lasticite´ de Gibbs.
1.1.1.1 Mode`les d’interface et tension de surface
L’interface est une zone extreˆmement fine qui se´pare deux phases fluides.
Deux mode`les existent pour la repre´senter. Le mode`le conside´re´ comme le plus
proche de la re´alite´ est connu sous le nom de mode`le de Guggenheim ou mode`le
microscopique. Il repre´sente l’interface comme un milieu anisotrope dans lequel les
proprie´te´s physiques varient tre`s fortement mais de manie`re continue. L’interface
est alors un objet en trois dimensions. Le mode`le dit de Gibbs, parfois appele´
ide´al ou macroscopique, la repre´sente comme une surface a` deux dimensions, au
travers de laquelle les proprie´te´s physiques sont discontinues. S’il est reconnu
que le mode`le de Gibbs est moins proche de la re´alite´, il est suffisamment pre´cis
et simple pour eˆtre utilise´ dans beaucoup d’e´tudes de proble`mes complexes.
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Origine de la tension de surface
La tension de surface provient d’un de´se´quilibre des forces de cohe´sion subies
par les mole´cules fluides situe´es a` proximite´ de l’interface. La force de cohe´sion
est une force d’attraction mole´culaire subie lorsque plusieurs mole´cules identiques
sont a` proximite´ les unes des autres. Conside´rons deux phases fluides se´pare´es
par une interface d’e´paisseur nulle. Dans la phase continue, les mole´cules fluides
sont en contact avec d’autres mole´cules identiques dans toutes les directions. Le
total des forces de cohe´sion est alors nul. Cependant, a` proximite´ de l’interface, la
somme de ces forces n’est plus nulle, du fait de l’absence de mole´cules similaires
de l’autre coˆte´ de l’interface. Ce de´se´quilibre est repre´sente´ dans la figure 1.1. Ces
mole´cules sont donc attire´es dans la direction oppose´e a` l’interface, ce qui justifie
le besoin d’un apport e´nerge´tique pour les maintenir, e´gal au de´ficit d’e´nergie de
cohe´sion dans l’interface. C’est pourquoi les syste`mes tendent a` naturellement
minimiser l’aire de l’interface. Ainsi en l’absence de gravite´, une goutte de fluide
prendra naturellement une forme sphe´rique.
Figure 1.1: Repre´sentation des forces de cohe´sion (rouge) subies par
deux mole´cules fluides (jaune). Loin de l’interface, la premie`re mole´cule
subit la meˆme attraction dans toutes les directions. A` proximite´ de
l’interface, la mole´cule ne subit pas de force de cohe´sion a` cause de
l’absence de mole´cules identiques dans la direction de l’interface.
Expression de la tension de surface par l’exce`s de surface
L’exce`s de surface repre´sente l’e´cart de valeur d’une grandeur extensive entre
le syste`me re´el et le syste`me ide´al de Gibbs, avec une interface d’e´paisseur nulle.
Prenons une grandeur extensive quelconque X. Dans le mode`le de Gibbs avec
e´paisseur nulle, on dit que X est e´gal a` X1 dans la phase 1, a` X2 dans la phase 2,
et qu’il existe une valeur Xσ de cette grandeur localise´e sur l’interface. L’indice
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σ repre´sentera l’exce`s de surface d’une grandeur. La valeur totale de la grandeur
X dans le syste`me sera donc :
X = X1 +X2 +Xσ. (1.1)
On peut utiliser cette de´finition sur l’e´nergie interne U , l’e´nergie libre de Helm-
holtz F , l’entropie S ou encore la quantite´ de mole´cules d’un solute´ n.
L’e´nergie libre dF dans un volume infinite´simal d’un fluide au repos peut
s’exprimer ainsi a` l’aide du premier principe de la thermodynamique :
dF = −SdT − pdV + µdn, (1.2)
ou` n est la quantite´ de mole´cules d’un solute´ en moles, et µ le potentiel chimique
de cette mole´cule. p est la pression, V le volume et T la tempe´rature. De la
meˆme manie`re, on peut exprimer la variation d’e´nergie libre de Helmholtz dFσ
sur une interface :
dFσ = −SσdT + σdA+ µdnσ, (1.3)
ou` Sσ est l’entropie a` l’interface nσ la quantite´ de mole´cules de solute´ a` l’interface,
et A l’aire de l’interface. La tension superficielle σ ne de´pend que de la nature
des deux fluides en contact. L’e´quation 1.3 traduit le fait que le travail des
forces a` l’interface est lie´ a` la variation des deux variables extensives : l’aire et le
nombre de moles. Ainsi pour une variation d’aire infinite´simale dA de l’interface
a` tempe´rature et quantite´ de mole´cules constantes, la tension de surface est
directement lie´e a` la variation d’e´nergie libre :
σ =
∂Fσ
∂A
|nσ,T . (1.4)
La tension de surface est l’e´quivalent en deux dimensions et au signe pre`s a` la
pression hydrostatique en trois dimensions.
1.1.1.2 Mole´cules Tensioactives
De´finition
Les tensioactifs sont des mole´cules amphiphiles assez grosses, de masse
mole´culaire en ge´ne´ral comprise entre 200 et 2000. Elles sont compose´es de deux
parties, teˆte et queue, de polarite´s diffe´rentes. Leur teˆte, polaire, a tendance a`
eˆtre hydrophile tandis que leur queue, apolaire, hydrophobe. On les repre´sente
comme dans la figure 1.2. Ainsi, plonge´es dans un milieu compose´ d’eau et d’un
autre fluide non miscible comme l’heptane, la partie hydrophile sera attire´e par le
milieu aqueux tandis que sa partie hydrophobe sera attire´e par le second milieu.
Elles ont donc tendance a` se placer naturellement a` l’interface ou` elles s’adsorbent.
Les savons et les acides gras posse`dent par exemple cette proprie´te´. Les prote´ines
et les polyme`res peuvent aussi eˆtre amphiphiles. Par ailleurs, certaines de ces
10
mole´cules peuvent aussi eˆtre ioniques et donc agir les unes sur les autres a`
distance par interactions e´lectrostatiques.
Figure 1.2: Repre´sentation d’une mole´cule tensioactive.
Pour leur effet sur la tension de surface, les tensioactifs sont utilise´s dans
l’industrie pour stabiliser les e´mulsions. D’autres ont des proprie´te´s de´tergentes
permettant de nettoyer des surfaces, ou meˆme des proprie´te´s antiseptiques. Leur
grande polyvalence leur vaut une place importante dans les proce´de´s industriels,
le domaine de la sante´ et dans la vie quotidienne. Lorsqu’elles sont dissoutes
en grand nombre dans une phase aqueuse, les mole´cules tensioactives peuvent
former des agre´gats, appele´s micelles, dont le noyau non-aqueux contient les
queues hydrophobes. Les micelles peuvent aussi eˆtre utilise´es afin de rendre
solubles des mole´cules normalement insolubles.
Exce`s de surface en solute´ : concentration surfacique
Imaginons un domaine de volume V , compose´ de deux volumes V1 et V2
se´pare´s par une interface de surface A. L’interface e´tant d’e´paisseur nulle, on
peut e´crire V = V1+V2. Des concentrations C1 et C2 d’un meˆme solute´, constantes
dans les phases fluides, sont dilue´es dans ces volumes. Alors l’exce`s de surface de
la quantite´ de mole´cules du solute´ est e´gal a` la quantite´ de mole´cules pre´sentes a`
l’interface nσ. Si la quantite´ de moles en solution dans le syste`me entier est n,
alors on peut e´crire :
n = C1V1 + C2V2 + nσ, (1.5)
ou` nσ repre´sente la quantite´ de mole´cules du solute´ localise´es sur l’interface.
La figure 1.3 repre´sente l’e´volution des concentrations dans le syste`me re´el.
On notera Cideal(z), e´gale a` C1 si z > 0 et a` C2 si z < 0. L’exce`s de surface
correspond a` la quantite´ en tensioactifs pre´sente a` l’interface par unite´ de surface
Γ :
Γ =
∫ δ
−δ (Creel(z)− Cideal(z)) dz, (1.6)
avec :
nσ = ΓA. (1.7)
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Nous allons maintenant e´crire le lien entre la tension de surface et la quantite´
de tensioactifs a` l’interface. Pour cela, exprimons l’exce`s de surface d’e´nergie
interne en utilisant la de´finition Fσ = Uσ − TSσ et l’e´quation 1.3 :
dUσ = TdSσ + σdA+ µdnσ. (1.8)
On peut aussi exprimer l’e´nergie interne a` l’interface ainsi :
Uσ = TSσ + σA+ µnσ. (1.9)
En diffe´renciant cette e´quation et en la retranchant a` la pre´ce´dente, on obtient
alors :
SσdT + Adσ + nσdµ = 0. (1.10)
A` tempe´rature constante, il vient donc l’e´quation de Gibbs :
dσ = −Γdµ. (1.11)
Figure 1.3: Profils de concentration volumique Creel dans l’interface.
En pointille´, Cideal. La zone grise´e repre´sente l’exce`s de surface.
Isothermes d’adsorption
Reprenons un domaine similaire a` celui de la section pre´ce´dente, en conside´rant
que le solute´ n’est pre´sent que dans la phase 1, c’est-a`-dire C2 = 0. Le potentiel
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chimique du solute´ s’e´crit :
dµ = kTd(ln(C1)), (1.12)
ce qui donne en utilisant l’e´quation de Gibbs 1.11 :
dσ = −kTΓd(ln(C1)) (1.13)
Les concentrations volumique et surfacique sont lie´es par le phe´nome`ne
d’adsorption. On quantifiera ce phe´nome`ne a` l’aide du vecteur de taux de
diffusion j et son exce`s de surface js. L’adsorption se de´compose en deux e´tapes.
La premie`re est le transfert depuis les phases fluides vers la zone a` proximite´
de l’interface, appele´e subsurface. La deuxie`me e´tape est le transfert depuis
la subsurface jusqu’a` l’interface. Il existe principalement 4 types de cine´tiques
d’adsorption a` l’interface, en fonction de la nature des fluides ou des tensioactifs.
— Lorsque la premie`re e´tape est beaucoup plus lente que la seconde, c’est
la seconde e´tape seule qui re´git le taux d’adsorption. C’est le cas le plus
commun en pratique.
— Lorsque la seconde e´tape est beaucoup plus lente que la premie`re, on
parle de barrie`re cine´tique, qui peut eˆtre due a` des effets ste´riques ou des
re´pulsions e´lectrostatiques.
— Dans le cas ou` les tensioactifs sont ioniques, les effets e´lectrostatiques
peuvent eˆtre pre´dominant lors des deux e´tapes. On parle d’adsorption
re´gie par l’e´lectrodiffusion.
— En pre´sence de micelles, celles-ci vont jouer le roˆle de ve´hicules et peuvent
transporter les tensioactifs jusqu’a` l’interface par un proce´de´ diffe´rent de
la simple diffusion.
Il existe de nombreux isothermes pour de´crire le lien entre C1s, la valeur de la
concentration volumique au niveau de l’interface, et Γ. Parmi les plus communs,
l’isotherme de Frumkin :
KAC1s =
Γ
Γ∞ − Γ exp
−A Γ
Γ∞ , (1.14)
ou` KA est une constante d’adsorption, Γ∞ est la concentration maximale en
tensioactif qui peut recouvrir l’interface et A est une constante e´gale a` ze´ro dans
le cas d’une interface ide´ale. Dans ce cas particulier, on pourra e´crire l’isotherme
de Langmuir :
KAC1s =
Γ
Γ∞ − Γ . (1.15)
Et dans le cas particulier d’un milieu dilue´ dans lequel les tensioactifs n’inter-
agissent pas sur la surface, Γ << Γ∞ et on peut e´crire l’isotherme de Henry :
KAC1s =
Γ
Γ∞
. (1.16)
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La constante d’adsorption K a e´te´ exprime´e par Frumkin :
KA =
δa
Γ∞
exp
µ− µs
kT
, (1.17)
ou` µ et µs sont les potentiels chimiques du tensioactif respectivement dans la
phase fluide et a` l’interface. δa est l’e´paisseur de la couche limite d’adsorption.
En se plac¸ant a` l’interface, les tensioactifs prennent la place des mole´cules du
solvant, diminuant ainsi le nombre de mole´cules subissant ce de´se´quilibre de
forces et donc le de´ficit d’e´nergie de forces de cohe´sion des mole´cules du fluide.
Par conse´quent, la tension de surface est d’autant plus diminue´e que le nombre
de mole´cules tensioactives adsorbe´es est grand. En combinant les e´quations 1.13,
1.15 et 1.16, on peut e´crire les isothermes pour la tension de surface de Langmuir
et de Henry respectivement :
σ = σc + kTΓ∞ ln(1− Γ
Γ∞
), (1.18)
σ = σc − kTΓ, (1.19)
ou` σc est la tension de surface en l’absence de tensioactifs. La variation de tension
de surface peut donc intervenir a` cause d’une variation de tension de concentration
surfacique ou de tempe´rature a` l’interface. On pourra aussi rencontrer la grandeur
πs = σc−σ, appele´e pression de surface. Par line´arisation de la tension de surface
autour d’un e´tat d’e´quilibre, on peut e´crire l’expression du module e´lastique de
Gibbs :
E = − ∂σ
∂ ln Γ
=
∂πs
∂ ln Γ
. (1.20)
Il repre´sente la re´ponse d’une interface contamine´e a` une de´formation.
Transports des tensioactifs
Jusqu’ici nous nous sommes inte´resse´s uniquement a` des concentrations fixes
et a` l’e´quilibre. En re´alite´, les mole´cules tensioactives peuvent eˆtre transporte´es
dans les phases fluides comme sur l’interface. On appellera donc maintenant
C(x, t) la valeur de la concentration au point x du domaine et a` l’instant t. De
meˆme, Γ(xs, t) repre´sentera la concentration surfacique au point xs localise´ sur
l’interface a` l’instant t.
La concentration volumique obe´it a` la loi de transport suivante :
∂C
∂t
+∇.j+∇.(vC) = RΓ, (1.21)
ou` RΓ est un taux de production volumique du composant par re´action chimique,
j caracte´rise la diffusion et v est la vitesse du fluide au point x. Une e´quation
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constitutive est ne´cessaire pour exprimer RΓ, ce qui requiert de connaˆıtre les
re´actions chimiques en pre´sence. En supposant que la diffusion suit une loi de
Fick, on peut e´crire :
j = −D∇C. (1.22)
Pour un fluide incompressible et un coefficient de diffusion identique dans tout
le domaine on peut alors simplifier l’e´quation de transport ainsi :
∂C
∂t
+ v.∇C = D∇2C+RΓ. (1.23)
A` l’interface, l’e´quation de transport de la concentration d’exce`s de tensioactifs
donne une e´quation similaire pour Γ :
∂Γ
∂t
+∇s.(Γv)−Ds∇2sΓ−RΓs = n.||js||, (1.24)
ou` Rs et js sont les exce`s de surface de R et j respectivement. Le terme de droite
repre´sente le taux d’adsorption en tensioactifs, c’est-a`-dire le transfert de matie`re
entre l’interface et les phases fluides.
Borwankar & Wasan (1983) [6] ont propose´ l’expression suivante pour le
terme d’adsorption en se basant sur l’isotherme d’adsorption de Frumkin (1.14) :
n.||js|| = KA expA2 ( ΓΓ∞ )2
[
C1s(Γ∞ − Γ)− Γ
KA
exp−A
Γ
Γ∞
]
. (1.25)
Dans le cas ou` les tensioactifs sont insolubles, on conside`re qu’ils se mettent
pre´fe´rentiellement a` l’interface et qu’ils y restent (e´nergie d’adsorption/de´sorption
e´leve´e), donc ce terme est ne´gligeable devant les autres dans l’e´quation 1.24.
1.1.2 Dynamique des interfaces viscoe´lastiques
L’approche thermodynamique ne permet pas a` elle seule de prendre en compte
tous les effets ayant pu eˆtre observe´s expe´rimentalement, tels que la re´sistance
subie par une aiguille magne´tique a` la traverse´e d’une interface par Plateau.
Cette partie regroupe quelques mode`les incluant des effets classe´s dans la seconde
cate´gorie selon la logique de Verwijlen, Imperiali & Vermant (2014) [79]. Ils sont
base´s sur des lois constitutives sur le bilan des forces a` l’interface, et permettent
de mode´liser les effets e´lastiques, autres que l’e´lasticite´ de Gibbs, et visqueux
pouvant exister aux interfaces a` cause de la pre´sence de tensioactifs adsorbe´s.
Dans la premie`re sous-partie des mode`les viscoe´lastiques communs seront
de´taille´s. La seconde sous-partie se focalise sur le mode`le de Boussinesq-Scriven,
pour des interfaces purement visqueuses. Tous ces mode`les se basent sur des
bilans de contraintes a` l’interface pour e´crire des e´quation constitutives liant
tenseur des contraintes total τ au tenseur des de´formations total e.
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1.1.2.1 Mode`les line´aires e´lastiques
La re´ponse d’un mate´riaux viscoe´lastique a` une de´formation de´pend de sa
nature. Parmi les mode`les les plus connus, les mode`les de Maxwell et de Kelvin
permettent d’e´crire des e´quations constitutives pour des fluides newtoniens
incompressibles et obe´issant a` la loi de Hooke. Le tenseur des taux de de´formations
ǫ ve´rifie : ǫ = e˙, ou` le point signifie la de´rive´e temporelle premie`re, et deux points
la de´rive´e seconde. Dans ces deux mode`les, on repre´sente les effets visqueux
et e´lastiques respectivement par un amortisseur et un ressort. Ces mode`les
peuvent eˆtre applique´s a` une interface fluide subissant des oscillations de forme,
se traduisant par des variations sinuso¨ıdales de pulsation ω de la tension de
surface et du module d’e´lasticite´. On retrouve cette situation dans les oscillations
de gouttes a` faible amplitude, par exemple sur les tensiome`tres a` goutte pendante
oscillante.
Mode`le de Kelvin-Voigt
Dans le premier mode`le, les deux e´le´ments sont place´s en paralle`le, comme le
montre la figure 1.4. La contrainte totale est e´gale a` la somme des contraintes
subies par les deux e´le´ment, tandis que la de´formation totale est la meˆme sur les
deux e´le´ments :
τ = τA + τR, (1.26)
ǫ = ǫA = ǫR, (1.27)
ou` les indices A et R font re´fe´rence a` l’amortisseur et au ressort. Pour un fluide
newtonien incompressible, la contrainte visqueuse est proportionnelle au taux
de de´formations. Sur un ressort hooke´en, la contrainte est proportionnelle a` la
de´formation :
τA = η
KV
A ǫA, (1.28)
τR = E
KV
R ǫR, (1.29)
ou` EKVR est le module e´lastique et η
KV
A la viscosite´ du ressort et de l’amortisseur
respectivement. Ils sont lie´s au module d’e´lasticite´ ainsi :
E =
∂σ
∂ lnA
= EKVR + iωη
KV
A . (1.30)
Il en de´coule l’e´quation constitutive pouvant eˆtre applique´e au mate´riaux :
τ = EKVR e+ η
KV
A ǫ. (1.31)
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Figure 1.4: Mode`le d’e´lasticite´ de Kelvin-Voigt. Un ressort et un
amortisseur en paralle`le.
Mode`le de Maxwell
Dans le second mode`le, les deux e´le´ments sont place´s en se´rie, comme le
montre la figure 1.5. Le tenseur des contraintes est identique sur les deux e´le´ment
et sur le syste`me total, tandis que la de´formation totale est la somme de la
de´formation sur les deux e´le´ments :
τ = τA = τR, (1.32)
ǫ = ǫA + ǫR, (1.33)
ou` les indices A et R font re´fe´rence a` l’amortisseur et au ressort. Avec le meˆme
raisonnement que pour le premier mode`le pour un fluide newtonien et hooke´en,
l’e´quation constitutive devient :
τ˙
EMR
+
τ
ηMA
= ǫ, (1.34)
ou` les proprie´te´s e´lastique et visqueuse EMR et η
M
A sont lie´es au module e´lastique
ainsi :
E =
∂σ
∂ lnA
= (
1
EMR
− i 1
ωηMA
)−1. (1.35)
Figure 1.5: Mode`le d’e´lasticite´ de Maxwell. Un ressort et un amortis-
seur en se´rie.
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Mode`le de Maxwell-Voigt
Le mode`le de Maxwell-Voigt est un mode`le plus complexe prenant en compte
quatre proprie´te´s de l’interface, lie´es au module e´lastique E et a` la viscosite´
de cisaillement ǫv. Il se compose d’un syste`me de Kelvin-Voigt en se´rie avec un
syste`me de Maxwell, comme sur la figure 1.6. Alors l’e´quation constitutive peut
s’e´crire :
τ¨ + (
E⊥ + E‖
η‖
+
E⊥
η⊥
)τ˙ +
E‖E⊥
η‖η⊥
τ =
E‖E⊥
η‖
ǫ+ E⊥ǫ˙. (1.36)
Figure 1.6: Mode`le d’e´lasticite´ de Maxwell-Voigt. Combinaison des
mode`les de Maxwell et de Kelvin-Voigt en se´rie.
1.1.2.2 Interface newtonienne : mode`le de Boussinesq-Scriven
L’e´criture du bilan des forces sur une interface visqueuse remonte a` l’e´tude
de Boussinesq (1913). Cependant, son e´criture dans un syste`me de coordonne´es
base´ sur les axes principaux du taux de cisaillement la rend difficile a` utiliser. En
1960, Scriven [64] e´crit le bilan de force s’exerc¸ant sur un point d’une interface
en utilisant un syste`me de coordonne´es curvilignes relatives a` l’interface (q1, q2).
Ainsi, pour chaque point de coordonne´es xs on peut exprimer une base de
vecteurs de la surface :
ai =
∂xs
∂qi
, (1.37)
ou` i est e´gal a` 1 ou 2. Dans cette base on peut de´finir un tenseur de projection
sur la surface :
Is = a1a1 + a2a2, (1.38)
ainsi qu’un ope´rateur gradient surfacique :
∇s = Is.∇ = ai ∂
∂qi
. (1.39)
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Ces outils en main, Scriven (1960) [64] e´crit le tenseur des contraintes τ s sur la
surface sous la forme :
τ s = [σIs + (κv − ǫv)∇s.vs] Is + 2ǫvǫs, (1.40)
ou` σ est la tension de surface, potentiellement non uniforme a` cause de la pre´sence
de tensioactifs, κv et ǫv les viscosite´s de surface, respectivement de dilatation
et de cisaillement, et vs =
∂xs
∂q1 +
∂xs
∂q2 la vitesse du point sur l’interface. I
s est
le tenseur identite´. Les viscosite´s de surface de´finies par Scriven (2.23) sont
telles que ǫv soit facteur de la partie de´viatrice du tenseur des de´formations
surfaciques tandis que κv soit facteur de sa partie isotrope. Le tenseur des taux
de de´formations surfaciques ǫs s’exprime ainsi :
ǫs =
1
2
(∇svs.Is + Is.∇svst). (1.41)
Le bilan de contraintes locales sur un e´le´ment surface infinite´simale de l’interface
est alors e´crit sous la forme suivante par Scriven (1960) 2.23 :
γ
Dvs
Dt
+ F = ∇sσ + (κv + ǫv)∇s(∇s.vs)
+ ǫv[2K(vs − nn.vs) + n×∇s(n.∇s × vs) + 2(n×∇sn× n).∇s(n.vs)]
+ n[2Hσ + 2H(κv + ǫv)∇s.vs − 2ǫv(n×∇sn× n) : ∇svs], (1.42)
ou` γ est la masse surfacique de cet e´le´ment de surface, et H et K les cour-
bures moyenne et gaussienne respectivement. Pour une interface d’e´paisseur
mole´culaire, on conside`rera γ = 0. F correspond aux contraintes exerce´es par
les phases liquides de part et d’autre de l’interface. Ce mode`le ne peut eˆtre
employe´ que pour des viscosite´s de surface uniformes. Les e´tudes d’interfaces
non-newtoniennes ont permis de de´velopper des mode`les de viscosite´s de surface
de´pendant de la contrainte subie. Cette expression a permis de mettre en place
des me´thodes expe´rimentales fiables pour mesurer les deux viscosite´s de surface.
Il convient de noter que, dans cette expression, tous les termes de droite
repre´sentent des phe´nome`nes rhe´ologiques lie´s aux proprie´te´s visqueuses de
l’interface, a` l’exception du premier terme qui mode´lise l’effet Marangoni, et le
terme 2Hσ pouvant eˆtre conside´re´s comme un phe´nome`ne d’origine thermody-
namique. Les chapitres 4 et 5 de cette the`se s’inte´resseront a` la prise en compte
des viscosite´s de surface par le biais de ce mode`le et de leur influence sur la
dynamique des interfaces.
On note aussi que dans les autres chapitres de cette the`se, nous n’effectuerons
plus de bilans de contraintes a` l’interface comme cela a e´te´ fait pour de´terminer les
diffe´rentes e´quations constitutives, notamment l’e´quation de Boussinesq-Scriven
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1.42. Nous extrairons simplement de cette e´quation l’expression du saut des
contraintes, qui correspond a` l’ensemble des termes de droite. L’expression de
ce saut pour ce mode`le connue, nous discuterons plus tard des me´thodes qui
permettent de le prendre en compte nume´riquement dans notre code.
Exemples d’application
Nous imaginons dans ces exemples des cas the´oriques ide´aux permettant
de comprendre l’influence des viscosite´s de surface et de l’effet Marangoni sur
l’e´coulement. Dans ces trois cas, nous conside´rons des interfaces visqueuses
entre deux fluides de viscosite´s nulles. De cette fac¸on, la somme des contraintes
visqueuses F exerce´es par les fluides de part et d’autre de l’interface est nulle.
E´coulement purement cisaille´
Commenc¸ons par imaginer deux fluides non visqueux superpose´s suivant la
verticale z. L’interface est donc dans le plan (x, y). Le domaine est limite´ par
une paroi fixe en x = 0 et une paroi mobile a` la vitesse U = Uey en x = h. On
suppose le domaine infini dans les deux directions ey et −ey. Un e´coulement
cisaille´ se met alors en place a` l’interface, comme repre´sente´ dans la figure 1.7.
Le champ de vitesse est invariant en y. Le champ de vitesse s’exprime donc sur
l’interface :
v(x) = U
x
h
ey. (1.43)
Sur un e´le´ment infinite´simal de l’interface de dimensions ∆x×∆y, en l’absence
de forces externes, le bilan de forces donne :
(τ sxy|x+∆x − τ sxy|x)∆y = 0, (1.44)
ou` τ sxy repre´sente le tenseur des contraintes surfacique. En divisant par la surface
de l’e´le´ment et en la faisant tendre vers 0, cette e´quation devient :
∂τ sxy
∂x
= 0. (1.45)
On de´finit alors la viscosite´ surfacique de cisaillement comme le rapport de
proportionnalite´ entre le tenseur des contraintes surfacique et le taux de cisaille-
ment :
ǫsxy =
∂v.ey
∂x
, (1.46)
telle que :
τ sxy = µsǫ
s
xy = µs
∂v.ey
∂x
. (1.47)
L’analogie peut dans ce cas se faire avec la viscosite´ dynamique dans les phases
continues. C’est la proprie´te´ physique qui controˆle la dissipation d’e´nergie due
au cisaillement subi par l’interface.
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Figure 1.7: E´coulement cisaille´ a` l’interface par une paroi mobile.
Figure extraite de Kim & Karrila (1991) [32].
E´coulement de Poiseuille ge´ne´re´ par effet Marangoni
Pour visualiser l’impact de l’effet Marangoni sur l’interface, on se place dans
un cas similaire au cas pre´ce´dent, sauf que la paroi en x = h est fixe. Il existe une
viscosite´ surfacique de cisaillement µs. L’interface est mise en mouvement par
l’existence d’un gradient de tension surfacique dans la direction y. Un e´coulement
de type Poiseuille va alors se mettre en place, repre´sente´ dans la figure 1.8. Dans
un e´coulement fluide ge´ne´re´ par un gradient de pression, le champ de vitesse
a` l’e´quilibre est atteint graˆce aux deux phe´nome`nes s’opposant : le gradient
de pression et la viscosite´. On va pouvoir faire l’analogie sur une interface
visqueuse. Avec le meˆme raisonnement sur un e´le´ment de surface infinite´simal
que pre´ce´demment, avec F = 0 pour des fluides non visqueux, on peut e´crire le
bilan de forces :
∂τ sxy
∂x
+
∂τ syy
∂y
= 0. (1.48)
La de´finition constitutive de la tension de surface donne :
τ syy = σ. (1.49)
En reprenant l’e´quation constitutive de µs (1.47), on peut re´soudre le bilan de
force sur la vitesse avec les conditions de vitesse nulle aux parois :
v(x) =
h2
2µs
(
∂σ
∂y
)
x
h
−
(
x
h
)2 . (1.50)
L’analogie peut se faire alors avec un e´coulement de Poiseuille ge´ne´re´ avec un
fluide par un gradient de pression. La tension de surface a le meˆme effet que la
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pression, pour mettre le fluide en mouvement, tandis que la viscosite´ surfacique
de cisaillement s’y oppose de manie`re analogue a` la viscosite´ dynamique dans un
fluide.
Figure 1.8: E´coulement de Poiseuille ge´ne´re´ par effet Marangoni.
Figure extraite de Kim & Karrila (1991) [32].
Dilatation d’une interface visqueuse
Plac¸ons nous maintenant dans le cas d’une interface sphe´rique en pre´sence
d’une viscosite´ de dilatation κs et de sa tension de surface σ. La sphe`re est
en expansion a` taux constant : δ = 1A
∂A
dt , ou` A = πr
2 repre´sente la surface du
cercle. Ce cas est repre´sente´ sur la figure 1.9. Le bilan de forces en l’absence
de contraintes visqueuses exerce´es par les fluides sur une surface infinite´simale
donne :
∂τ srr
∂r
= 0. (1.51)
L’e´quation constitutive pour le tenseur des contraintes dans ce cas est alors :
τ srr = σ + κsδ. (1.52)
Le second terme a` gauche a un effet de re´sistance a` l’expansion. On s’aperc¸oit
qu’il est nul si l’interface n’est pas en expansion. Cependant, le terme de tension
de surface intervient dans tous les cas pour conserver la forme sphe´rique de
l’interface. Faire varier la viscosite´ surfacique de dilatation revient a` demander
davantage ou moins d’e´nergie a` fournir au syste`me pour conserver le bon taux
de dilatation δ.
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Figure 1.9: Expansion d’une interface sphe´rique en pre´sence de visco-
site´ de dilatation. Figure extraite de Kim & Karrila (1991) [32].
1.2 Oscillation de forme de particules fluides
Les oscillations de forme de gouttes et bulles sont un proble`me classique
en me´canique des fluides, que l’on retrouve dans des domaines varie´s, tels que
le ge´nie des proce´de´s, le ge´nie nucle´aire, la me´te´orologie, etc... Les proprie´te´s
dynamiques des oscillations jouent notamment un roˆle fondamental dans le
mode`le de rupture de gouttes Taylor Analogy Breakup ou TAB. Ce mode`le est
fre´quemment utilise´ dans l’e´tude des sprays, ou de la rupture des gouttes dans
un e´coulement turbulent. Risso & Fabre (1998) [57] et Galinat et al. (2007) [21]
ont eux aussi de´veloppe´ un mode`le de rupture base´ sur la prise en compte des
temps caracte´ristiques de la goutte. Parmi les premiers re´sultats associe´s au
prole`me d’oscillations de forme, on peut citer le mode`le mathe´matique de´veloppe´
par Rayleigh (1879) [55] pour des oscillations d’une goutte dans du vide, puis
Lamb (1932) [37] qui a calcule´ analytiquement la pulsation des oscillations libres
de petite amplitude a` l’aide de la the´orie potentielle. Pour cela, il de´compose la
forme de la goutte en une se´rie d’harmoniques sphe´riques. L’e´tude de ce proble`me
est poursuivie par Valentine et al. (1965) [77], Miller & Scriven (1968) [46] et
Prosperetti (1980) [54]. Plus tard, Lu & Apfel (1991) [43] de´terminent la pulsa-
tion et le coefficient d’amortissement des oscillations de forme en incluant aussi
dans leur analyse l’effet Marangoni et les viscosite´s de surface en se basant sur
le mode`le de Boussinesq-Scriven [64]. Ces re´sultats nous permettent de pre´voir
la dynamique d’e´coulement dans les fluides lors des oscillations de forme a` faible
amplitude, sous la condition de connaˆıtre les proprie´te´s rhe´ologiques de l’interface.
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Dans cette partie, nous commencerons par de´tailler la me´thode de la de´composi-
tion en harmoniques sphe´riques qui permet de suivre l’e´volution de la forme des
gouttes dans le temps. Ensuite, nous de´velopperons les the´ories principales autour
des oscillations de forme. D’abord le mode`le de la goutte oscillateur, analogie avec
un oscillateur harmonique, puis la the´orie potentielle qui fournit une solution au
proble`me en ne´gligeant les couches limites associe´es au mouvement d’oscillation
de part et d’autre de l’interface, et enfin la re´solution analytique des e´quations
de Navier-Stokes line´arise´es effectue´e par Lu & Apfel [43].
1.2.1 De´composition en harmoniques sphe´riques
L’e´tude des oscillations de forme se fait a` l’aide de la de´composition de
la forme de la goutte en harmoniques sphe´riques d’ordres (L, M). On de´crit
l’interface en coordonne´es sphe´riques (r, θ, φ) :
r(θ, t) = R +
∞∑
L,M=0
aLM(t)YLM(θ, φ), (1.53)
YLM(θ, φ) =
√√√√√(2L+ 1)(L−M)!
4π(L+M)!
eiMφPLM(cosθ), (1.54)
ou` PLM et aLM sont respectivement les polynoˆmes de Legendre et l’amplitude
de la de´formation d’ordre (L, M).
Dans les conditions axisyme´triques, on a M = 0. La forme s’exprime alors en
coordonne´es sphe´riques :
r(θ, t) = R
 ∞∑
L=0
aL(t)PL(cos θ)
 , (1.55)
ou` PL est le polynoˆme de Legendre d’ordre L. Pour une forme de goutte quel-
conque, on peut tronquer la se´rie a` un nombre fini d’harmoniques qui permet
de reconstituer avec pre´cision la forme de l’interface. La figure 1.11 montre la
forme des six premiers modes en projection dans un plan me´ridien pour aL = 0.3.
Elle permet de comparer la forme d’un mode donne´ a` la forme sphe´rique. On
appelle nœuds les points qui restent immobiles au court de l’oscillation. Ils sont
au nombre de 2L. Les points de plus grande amplitude sont les ventres.
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Figure 1.10: Formes aplatie (gauche) et allonge´e (droite) lors d’une
oscillation suivant le mode propre L = 2, obtenues a` deux instants
de´cale´s d’une demi-pe´riode d’oscillation.
Le mode L = 1 cause simplement une translation de la sphe`re et ne concerne
donc pas les oscillations de forme. Le mode L = 2 cependant, de´forme une sphe`re
en une forme ellipso¨ıdale. L’expression du polynoˆme de Legendre d’ordre 2 est la
suivante :
P2(cos θ) =
1
2
(3 cos2 θ − 1) (1.56)
Les nœuds sont situe´s en θ = ±π/4 et ±3π/4, tandis que les ventres sont situe´s
entre les nœuds, a` l’e´quateur et aux poˆles. Les nœuds sont visibles sur la figure
1.11, a` l’intersection entre le cercle et la forme du mode. Au cours du temps, la
goutte de´forme´e suivant le mode L = 2 oscillera entre une forme aplatie et une
forme allonge´e, repre´sente´es sur la figure 1.10.
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Figure 1.11: Formes des 6 premiers harmoniques sphe´riques pour
aL = 0.3.
1.2.2 Oscillations harmoniques d’une goutte
On conside`re une particule fluide sphe´rique de rayon R non soumise a` la
pesanteur. On notera ρ la densite´ volumique d’un fluide, µ sa viscosite´ dynamique,
et σ la tension interfaciale entre les deux fluides. On utilisera les indices i et o
pour repre´senter respectivement les proprie´te´s des fluides internes et externes.
On repe`re son interface a` l’aide des coordonne´es (r, θ). On conside`re la forme
de´crite par la de´composition en harmoniques sphe´riques :
r(θ, t) = R(1 + Σ∞L=1aL(t)PL(cos θ)). (1.57)
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Pour ve´rifier les conditions de faible amplitude, on doit avoir : |aL| ≪ 1. Sous les
effets conjugue´s de l’inertie et de la tension de surface, la particule fluide subit
des oscillations de forme. L’e´nergie me´canique totale du syste`me va eˆtre e´change´e
pe´riodiquement entre les phases fluides, sous forme d’e´nergie cine´tique Ec, et
l’interface, sous forme d’e´nergie potentielle de de´formation Ep. Ainsi lorsque la
goutte est sphe´rique, toute l’e´nergie est localise´e dans les phases fluides, et c’est
a` cet instant que la vitesse locale des fluides est maximale. Lorsque l’interface
atteint son maximum de de´formation, toute l’e´nergie est concentre´e dans l’inter-
face, et la vitesse locale dans les fluides est nulle en tout point.
La viscosite´ des fluides engendre une dissipation de l’e´nergie me´canique totale
et amortit les oscillations de forme. On de´finit alors la pulsation et le coefficient
d’amortissement de chaque mode de de´formation L : ωL et βL. On de´finit le
rapport des deux par ΩL = βL/ωL. La particule peut alors eˆtre repre´sente´e
comme un oscillateur libre. L’amplitude de la de´formation ve´rifie alors pour
chaque mode :
a¨L + 2βLa˙L + ω
2
LaL = 0, (1.58)
ou` le point sur les symboles repre´sente une de´rive´e temporelle. Le syste`me
d’oscillateur harmonique posse`de trois re´gimes : ape´riodique, critique et pseudo-
pe´riodique. C’est dans le dernier cas, ou` ΩL < 1, que les oscillations amorties
sont observables. Dans le cas ou` les fluides sont tre`s visqueux, il n’existe pas
d’oscillation et la goutte retourne simplement a` sa forme sphe´rique initiale : c’est
le re´gime ape´riodique qui apparaˆıt quand ΩL > 1.
La pulsation des oscillations amorties ωL est lie´e a` la pulsation des oscillations
non amorties ωNA et au coefficient d’amortissement par :
ωL =
√
ω2NA − β2L, (1.59)
ce qui donne dans le cas des fluides peu visqueux, ou` ΩL ≪ 1, ωL ∼ ωNA.
Le coefficient d’amortissement repre´sente le rapport entre l’e´nergie me´canique
du syste`me : F (t) = Ep(t)+Ec(t) a` un instant t et la puissance dissipe´e Ψ(t) < 0
par les effets visqueux en une oscillation. C’est-a`-dire que l’on peut e´crire :
dF
dt
=< Ψ >= −2βLF, (1.60)
ou` < . > repre´sente la valeur moyenne´e sur une oscillation.
Ces deux parame`tres temporels de´pendent de trois nombres dimensionnels :
ρ̂ = ρi/ρo et µ̂ = µi/µo les rapports de densite´s et de viscosite´s, et le nombre de
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Reynolds d’oscillation, qui compare les effets visqueux aux effets capillaires :
Reosc =
√
ρoσR
µo
(1.61)
1.2.3 Solution potentielle
La the´orie potentielle permet de de´terminer la pulsation libre d’une particule
fluide immerge´e dans un autre fluide, en supposant l’e´coulement purement
irrotationnel a` l’inte´rieur et a` l’exte´rieur de la particule, a` petite amplitude,
suivant le mode propre d’ordre L. L’e´coulement e´tant irrotationnel, on peut
e´crire :
∆φi = ∆φo = 0, (1.62)
ou` φi et φo repre´sentent les potentiels de la vitesse a` l’inte´rieur et a` l’exte´rieur
de la goutte. Les vitesses e´tant finies et continues a` travers l’interface, on peut
e´crire : (
∂φi
∂r
)
r=R
=
(
∂φo
∂r
)
r=R
, (1.63)
(
∂φi
∂r
)
r=0
=
(
∂φo
∂r
)
r=∞
= 0. (1.64)
La dernie`re condition aux limites intervient sur la pression par le saut de Laplace :
(pi − po)r=R = 2σH. (1.65)
En ne´gligeant la viscosite´ des fluides, et en l’absence d’effets dus a` la pre´sence
de tensioactifs, le potentiel de vitesse a` l’inte´rieur de la particule s’e´crit :
φi(r, θ) ∼ −ωR
L
rL
RL
cos(ωLt), (1.66)
et a` l’exte´rieur :
φo(r, θ) ∼ ωR
L+ 1
RL+1
rL+1
cos(ωLt). (1.67)
De la re´solution de ce proble`me de´coule la pulsation, qui ne de´pend que de
L, de la tension de surface σ, du rayon R et des masses volumiques des fluides
internes et externes :
ω∗L =
√√√√√σL(L− 1)(L+ 1)(L+ 2)
(Lρo + (L+ 1)ρi)R3
, (1.68)
qu’on appelle la pulsation de Lamb.
En prenant la solution potentielle de l’e´coulement et en la conside´rant valable
dans le cas de fluides peu visqueux, on peut alors de´terminer un coefficient
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d’amortissement des oscillations. Valentine & al (1965) [77] ont de´rive´ cette
expression a` partir des travaux de Lamb [37] :
β∗L =
(L2 − 1) µi
R2ρi
+ L(L+ 2)
R2µo
ρo
 . (1.69)
Les expressions 1.68 et 1.69 ont e´te´ obtenues a` partir d’un calcul potentiel,
qui ne´glige l’existence des couches limites associe´es au mouvement d’oscillation
dans les phases interne et externe. Une re´solution plus comple`te du proble`me,
tenant compte de ces couches limites, sera pre´sente´e dans la partie suivante et
ne´cessite d’e´crire les e´quations de Navier-Stokes comple`tes ainsi que les conditions
aux limites pour les contraintes tangentielles et normales a` l’interface. Ce calcul
fournira alors des valeurs plus pre´cises de la pulsation ωL et, surtout, du coefficient
d’amortissement βL qui peut eˆtre tre`s diffe´rent de celui donne´ par la the´orie
potentielle. On retiendra que l’expression 1.68 n’est qu’une approximation fonde´e
physiquement que pour le cas ou` l’une des deux phases est de viscosite´ ne´gligeable
devant l’autre.
1.2.4 Oscillations line´aires de gouttes a` interface conta-
mine´e et visqueuse
1.2.4.1 Re´solution analytique des oscillations a` faible amplitude
Diffe´rents auteurs ont effectue´ une re´solution analytique du proble`me line´arise´
en re´solvant les e´quations de Navier-Stokes : Miller & Scriven [46], Prosperetti
[54], Lu & Apfel [43]. Nous pre´sentons ici ce dernier travail dans lequel l’effet
de tensioactifs sur les oscillations de forme des gouttes a e´te´ pris en compte. Lu
& Apfel [43] ont effectue´ l’analyse la plus comple`te, pour des fluides visqueux
de viscosite´s dynamiques µi et µo, en re´solvant les e´quations de Navier-Stokes
line´arise´es. Leur analyse permet aussi de prendre en compte la pre´sence de
tensioactifs solubles dans les phases continues et adsorbe´s sur l’interface. On
repe`re chaque point de l’espace par le vecteur r et par ses coordonne´es sphe´riques
(r, θ, φ), prenant leurs origines au centre de la sphe`re. On posera ra = r/R. La
forme de la goutte est de´crite a` tout instant par :
ra = 1 + ǫLMYLM(r)e
−α2t, (1.70)
ou` ǫLM est une constante repre´sentant l’amplitude initiale adimensionnelle, et α =
βL+iωL est la pulsation complexe avec βL et ωL sont le coefficient d’amortissement
et la pulsation. YLM(r) repre´sente l’harmonique sphe´rique d’ordre (L, M), relie´e
au polynoˆmes de Legendre par :
YLM(r) =
√√√√(2L+ 1)L
4πL
PLM(r). (1.71)
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Les e´quations line´arise´es de Navier Stokes s’e´crivent :
∇∗.v∗ = 0 (1.72)
x2
∂v∗
∂t∗
= −x2∇∗p∗ +∇∗2v∗, (1.73)
ou` dans chaque phase on de´finit les grandeurs adimensionnelles suivantes :
v∗ = v/(RωL), t∗ = tωL, p∗ = p/(ρω2LR
2), ∇∗ = R∇, et x = R2ωLρ/µ.
Ces e´quations sont couple´es aux e´quations de transport des tensioactifs dans
chacune des phases ainsi que le long de l’interface, qui permettent de calculer les
concentrations surfacique Γ et volumique C :
Pe
∂C
∂t
∇.(Cv) = ∇2C, (1.74)
PeS
(
∂Γ
∂t
∇.v+ 2v.n
ra
)
S
= ∇2Γ + RGDC0
DsΓ0
(
∂C
∂n
)
S
, (1.75)
Es = −
(
∂σ
∂Γ
)
0
, (1.76)
ou` l’indice S repre´sente les grandeurs a` l’interface, D et Ds les coefficients de dif-
fusion dans les phases fluides et sur l’interface, Pe = R2ωL/D et Pes = R
2ωL/Ds
les nombres de Peclet associe´s, et l’indice 0 l’e´tat d’e´quilibre. Es est le nombre
d’e´lasticite´ surfacique de´fini plus loin. L’e´quation 1.76 est l’e´quation d’e´tat de
Henry.
L’e´coulement est re´solu graˆce a` Chandrasekhar (1961) [8] :
pi(r) = qir
L
aYLM(r)e
−α2t, (1.77)
pi(r) = qor
−L−1
a YLM(r)e
−α2t, (1.78)
v = (vT + vS)e
−α2t, (1.79)
vT = −T (ra)n×∇sYLM(r), (1.80)
vS = n
L(L+ 1)
r2a
S(ra)YLM(r) +
dS(ra)
dra
∇sYLM(r), (1.81)
Ti(r) = birajL(αxira), (1.82)
To(r) = borah
1
L(αxora), (1.83)
Si(r) = airajL(αxira) +
qir
L+1
a
α2(L+ 1)
, (1.84)
So(r) = aorajL(αxora)− qor
−L
a
α2L
, (1.85)
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ou` ai, bi, qi, ao, bo, qo sont des constantes d’inte´gration. Les fonctions jL et h
1
L
sont les formes sphe´riques des fonctions de Bessel et de Hankel du premier type
d’ordre L. On remarque que les constantes bi et bo sont toujours lie´es a` la di-
rection azimutale, et qu’elles sont donc nulles dans des conditions axisyme´triques.
Un bilan des contraintes a` l’interface est e´crit en utilisant le mode`le de
Bousinesq-Scriven, comprenant l’e´lasticite´ de Gibbs, et les viscosite´s surfaciques
de cisaillement et de dilatation. Les conditions de continuite´ et le bilan des
contraintes a` l’interface aboutissent a` un syste`me de 7 e´quations qui peut s’e´crire
de manie`re matricielle :
S

ǫLM
ai
bi
qi
ao
bo
qo

= 0, (1.86)
ou` la matrice (7x7) S est connue. Lu & Apfel se basent sur le mode`le de
Boussinesq-Scriven. Cette matrice est fonction de quatre nombres sans dimension :
Es =
RGTΓ0
σ0
, (1.87)
βs =
ǫv
µiR
, (1.88)
βd =
κv
µiR
, (1.89)
λ =
C0
Λ
√√√√D
ωL
, Λ = Γ0
∂Γ
∂CS
. (1.90)
appele´s respectivement le nombre d’e´lasticite´ surfacique, les nombres de viscosite´s
de cisaillement et de dilatation surfaciques, et le nombre d’adsorption-de´sorption,
qui est nul dans un cas ou` on ne´glige les transferts de tensioactifs entre les
phases continues et l’interface, ce qui est le cas avec l’hypothe`se des tensioactifs
insolubles.
La solution non triviale de ce syste`me impose que le de´terminant de la
matrice S soit nul. Ve´rifier cette condition permet de de´terminer la constante α,
qui contient la pulsation et le coefficient d’amortissement. Une fois connus, le
syste`me entier peut eˆtre re´solu pour de´terminer les 7 inconnues, ce qui permet
de connaˆıtre aussi les champs de vitesse et de pression a` tout instant dans les
fluides, obtenus dans le cadre de cette the´orie line´aire.
31
1.2.4.2 Oscillations force´es
Afin d’e´tudier expe´rimentalement les oscillations de gouttes, il est possible de
lui imposer une de´formation initiale et de la laisser osciller librement. Cependant,
une diffe´rence de densite´ volumique peut induire un mouvement vertical duˆ a` la
gravite´ et influencer la dynamique des oscillations, comme cela a e´te´ observe´ par
Abi Chebel et al. (2012) [2]. L’e´tude des oscillations force´es a donc e´te´ privile´gie´e
pour de´terminer les temps caracte´ristiques de la dynamique d’oscillations des
gouttes, pulsations et coefficients d’amortissements des diffe´rents modes propres.
La goutte peut alors eˆtre repre´sente´e comme un oscillateur force´ ve´rifiant
pour chaque mode d’ordre L :
a¨L + 2ΩLa˙L + aL = f cos(ωf t). (1.91)
La solution ge´ne´rale a` cette e´quation s’e´crit :
aL(t) = a˜Lcos(ωf t+ φL), (1.92)
a˜L =
fmaxL√
(ω2L − ω2f)2 + 4βLωL
, (1.93)
ou` fmaxL est l’amplitude du forc¸age impose´ pour obtenir la re´sonance du mode
d’ordre L pouvant eˆtre de´termine´ expe´rimentalement et ωf la pulsation du
forc¸age, l’amplitude maximale de de´formation de la goutte e´tant obtenue dans le
cas ou` ωf correspond a` la pulsation propre ωL d’oscillation de la goutte.
Le premier dispositif expe´rimental est celui utilise´ par Abi Chebel, Risso &
Masbernat (2011) [3], De Paoli et al. (1992) [14], ou encore Vukasinovic et al.
(2007) [80]. Ils consistent a` attacher une goutte a` un capillaire immerge´, puis a`
effectuer des oscillations de forme, par exemple en faisant varier le volume de la
goutte a` la pulsation de forc¸age ωf , a` l’aide d’une membrane pie´zoe´lectrique. Une
autre technique, utilise´e dans [80], consiste a` contracter et dilater un diaphragme
a` la pulsation de forc¸age, causant une translation verticale sinuso¨ıdale du point
d’attache de la goutte. Cependant, il existe dans ce cas un mode d’ordre L = 1
non nul, et les modes d’oscillations sont diffe´rents de ceux de l’oscillation libre.
En revanche, les oscillations par variation de volume ont permis de retrouver les
modes d’oscillation libre en e´tudiant les pulsations de re´sonance des diffe´rents
modes. La figure 1.12 montre l’e´volution de l’amplitude des diffe´rents modes en
fonction de la pulsation de forc¸age. Les pulsations de re´sonance des diffe´rents
modes force´s correspondent avec pre´cision aux pulsations pre´vues par la the´orie
de Miller & Scriven [46] pour des oscillations libres. Le coefficient d’amortisse-
ment est alors obtenu en faisant correspondre le mode`le donne´ par l’e´quation
1.93 et les donne´es expe´rimentales. Cette me´thode a permis de retrouver les
valeurs the´oriques de coefficients d’amortissement avec des erreurs maximales de
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l’ordre de 20 % pour un syste`me sans tensioactif. Pour une goutte de pe´trole,
cette me´thode a mis en e´vidence une nette augmentation de la fre´quence et de
l’amortissement par rapport a` une interface pure.
Figure 1.12: Amplitudes des modes L = 2, 3, 4, respectivement
losanges, carre´s et triangles, mesure´s expe´rimentallement par oscillations
force´es par variation de volume, en fonction de la fre´quence de forc¸age.
Les lignes discontinues verticales repre´sentent les valeurs the´oriques
de ωL donne´es par la the´orie de [46]. Goutte d’heptane dans de l’eau,
diame`tre de 4.19 mm. Figure extraite de [3].
Un autre dispositif expe´rimental consiste a` faire le´viter les gouttes a` l’aide
d’ondes acoustiques. Cette me´thode pre´sente comme avantage de ne pas de´former
la goutte par un contact avec un solide. Ces ondes vont aussi avoir pour effet
de ge´ne´rer des ondes de surface a` l’interface de la goutte. Ce dispositif a e´te´
utilise´ par Trinh et al. (1981) [76] et Tian et al. (1997) [74]. En mesurant les
fre´quences et coefficients d’amortissement associe´s au mode L = 2 d’oscillation
pour plusieurs gouttes, ces derniers ont pu, en confrontant leurs re´sultats a` la
the´orie de Lu & Apfel [43], de´terminer des valeurs de l’e´lasticite´ de Gibbs et de
la viscosite´ de surface de dilatation. Notons qu’ils ont suppose´ que la viscosite´
de cisaillement e´tait ne´gligeable par rapport a` la viscosite´ de dilatation dans leur
syste`me.
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1.2.5 Lien entre oscillations et rupture
Le mode`le Taylor Analogy Breakup est a` ce jour fre´quemment utilise´ pour
pre´voir la rupture des gouttes dans des e´coulements turbulents. Il a e´te´ de´veloppe´
par O’Rourke & Amsden (1987) [50] et consiste a` conside´rer les gouttes comme
des oscillateurs force´s par la turbulence. Dans un esprit similaire, Risso & Fabre
(1998) [57] ont couple´ l’oscillateur de´crivant l’interface aux forc¸age impose´ par les
fluctuations turbulentes dans le voisinage de l’interface pour pre´voir la rupture
d’une bulle au sein d’un e´coulement turbulent. Ce mode`le a e´te´ ensuite utilise´
avec succe`s pour de´crire la rupture dans une e´mulsion de gouttes d’heptane au
sein d’un e´coulement turbulent inhomoge`ne par Galinat et al. (2007) [21]. La
me´thode consiste a` mesurer expe´rimentalement le nombre de Weber turbulent
instantane´, et de l’injecter comme un terme de forc¸age dans l’e´quation 1.58, qui
devient :
¨˜aL + 2ΩL ˙˜aL + a˜L = We(t), (1.94)
We(t) =
2ρoδv(d)
2R
σ
, (1.95)
ou` δv(d) correspond a` la fluctuation de vitesse a` une distance d vue par la goutte
a` son e´chelle. La probabilite´ de rupture est estime´e en re´solvant cette e´quation
en posant un crite`re de rupture sur une amplitude critique de de´formation,
prise de l’ordre de la taille initiale de la goutte. Pour re´soudre cette e´quation,
il apparaˆıt e´vident que la fre´quence et le coefficient d’amortissement doivent
eˆtre connus, ce qui explique l’importance de les e´tudier et de comprendre leur
e´volution en fonction de la multitude de parame`tres physiques pouvant eˆtre
implique´s. En particulier, l’effet d’une rhe´ologie complexe d’interface, confe´re´e
par la pre´sence de mole´cules tensioactives adsorbe´es, sur ces e´chelles de temps
ωL et βL d’oscillation de la goutte me´rite d’eˆtre e´tudie´ plus en profondeur.
1.2.6 Conclusion
Ce chapitre s’est attache´ a` caracte´riser l’effet d’une rhe´ologie complexe
d’interface sur la dynamique d’un milieu diphasique en e´coulement. La description
de l’interface doit alors re´alise´e de manie`re plus complexe qu’a` travers une
tension interfaciale constante, en prenant en compte (i) le nombre de mole´cules
tensioactives adsorbe´es (qui peut varier en espace et en temps a` cause des
me´canismes de transfert avec les phases continues, mais aussi les me´canismes
de transport le long de l’interface par la vitesse locale du fluide) qui jouent
sur la valeur locale de la tension, mais aussi (ii) les proprie´te´s e´lastiques et
visqueuses ge´ne´re´es par la pre´sence de ces mole´cules a` l’interface et qui y font
apparaˆıtre des forces supple´mentaires. Ces deux aspects, (i) thermodynamiques
et (ii) rhe´ologiques, sont utiles pour caracte´riser le roˆle de l’interface dans la
dynamique des fluides environnants, ou` les conditions aux frontie`res entre les
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phases sont modifie´es par rapport au cas d’une interface propre. En particulier,
nous allons examiner le proble`me des oscillations de forme d’une goutte soumise a`
une de´formation, pre´sente´ dans la deuxie`me partie de ce chapitre, en e´tudiant la
manie`re dont la pre´sence de mole´cules tensioactives modifie les e´chelles de temps
associe´es a` la dynamique de l’interface (pulsation et coefficient d’amortissement).
Ce proble`me posse`de une solution analytique, propose´e par Lu & Apfel [43], sous
certaines conditions restrictives : une faible amplitude d’oscillation permettant la
line´arisation du proble`me, un effet de la pesanteur ne´gligeable sur la dynamique
des gouttes. Ce proble`me constituera le fil conducteur de cette the`se, sur lequel
les simulations nume´riques effectue´es s’appuieront.
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Chapitre 2
Formulations physique et
nume´rique
Les e´coulements auxquels on s’inte´resse dans cette the`se sont des e´coulements
diphasiques de fluides incompressibles et newtoniens, se´pare´s par une interface qui
sera repre´sente´e comme une surface bidimensionnelle, recouverte de tensioactifs
insolubles. Dans la premie`re partie de ce chapitre, nous pre´senterons les e´quations
qui mode´lisent de tels e´coulements, en nous inte´ressant d’abord aux e´quations de
la me´canique des fluides des phases continues, puis aux phe´nome`nes de transport
et aux discontinuite´s qui peuvent exister a` l’interface. Dans la seconde partie,
nous verrons d’abord quelles me´thodes nume´riques existent pour traiter ces
proble`mes, puis nous pre´senterons la me´thode retenue dans cette the`se, base´e
sur les me´thodes Level Set et Ghost fluid qui permettent de suivre l’interface et
de prendre en compte les discontinuite´s. Au code d’origine, ne prenant pas en
compte les tensioactifs, ont e´te´ ajoute´s la re´solution d’une e´quation de transport
des tensioactifs, la prise en compte de sauts de contraintes normale et tangentielle
cause´s par les tensioactifs. Cette e´tape est cruciale pour permettre d’e´tudier
des phe´nome`nes physiques en pre´sence de ces mole´cules. Pour s’assurer que la
mode´lisation nume´rique de ces phe´nome`nes est correcte, on effectuera une se´rie
de tests en guise de validation. Les re´sultats de ces tests seront pre´sente´s dans la
dernie`re partie de ce chapitre.
2.1 Formulation physique
2.1.1 E´quations re´solues dans les phases continues
Les e´quations re´solues sont les e´quations de Navier-Stokes pour des fluides
incompressibles. A tout instant t et en tout point de l’espace x ayant pour vitesse
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v(x, t), le champ de vitesse ve´rifie :
ρ(
∂v
∂t
+ (v.∇)v) = ∇.τ + ρg, (2.1)
∇.v = 0, (2.2)
ou` µ et ρ sont la viscosite´ dynamique et la densite´ volumique du fluide conside´re´. τ
est le tenseur des contraintes de´fini plus loin. Dans un repe`re carte´sien, l’ope´rateur
gradient s’exprime par ∇ = [∂/∂x ∂/∂y ∂/∂z]t, ou` l’indice t indique la trans-
pose´e du vecteur. Elles traduisent respectivement la conservation de la quantite´
de mouvement et la conservation de la masse. Lorsqu’on est en pre´sence d’une
inclusion d’un fluide dans un autre, on utilisera l’indice i pour se re´fe´rer a` une
proprie´te´ du fluide interne et o pour le fluide externe.
Quand on raisonnera dans un plan qui contient l’interface, on pourra aussi
utiliser le repe`re normal a` l’interface (n, s, s′). Les composantes normale et
tangentielle de la vitesse de l’interface s’e´criront dans ce repe`re : vn = vnn et
vss′ = vss+ vs′s
′. On pourra aussi utiliser le gradient ∇ = [∂/∂n ∂/∂s ∂/∂s′]t.
On de´finit le tenseur des taux de de´formations :
ǫ =
1
2
(∇v+∇vt), (2.3)
ainsi que le tenseur des contraintes :
τ = −P I+ 2µǫ, (2.4)
ou` P repre´sente le champ de pression, et I repre´sente le tenseur identite´.
On n’e´tudiera que des tensioactifs insolubles, ces derniers ne seront pre´sents
qu’a` l’interface et non dans les phases continues. Il n’est donc pas ne´cessaire de
de´finir une concentration volumique de solute´s dans les phases fluides.
2.1.2 Conditions de raccordement a` l’interface
L’interface sera conside´re´e comme e´tant sans e´paisseur, donc de dimension N
dans un domaine de dimension N+1. Elle est le lieu de plusieurs phe´nome`nes, no-
tamment de discontinuite´s du tenseur des contraintes. La notation [.] repre´sentera
le saut d’une variable de part et d’autre de l’interface. En premier lieu, les dis-
continuite´s qui existent a` cause de la diffe´rence de nature des deux phases en
pre´sence, de la viscosite´ et de la densite´ :
[µ] = µo − µi, (2.5)
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[ρ] = ρo − ρi. (2.6)
En l’absence d’e´change de matie`re d’une phase a` l’autre, la vitesse normale reste
continue a` travers l’interface. Cette condition s’e´crit :
[v].n = 0. (2.7)
Les forces visqueuses assurent le raccordement de la vitesse entre les deux phases,
la composante tangentielle de la vitesse est donc elle aussi continue :
[v].s = 0, (2.8)
[v].s′ = 0. (2.9)
Examinons maintenant les conditions de saut sur les de´rive´es des composantes
de vitesse.
La vitesse a` l’interface est commune au deux phases, son e´volution le long de
l’interface est donc continue et deux fois de´rivable. Ceci implique en particulier,
avec les e´critures tensorielle et vectorielle :
[∇v].s = 0, (2.10)
[∇v].s′ = 0, (2.11)
[
∂vs
∂s
] = [
∂vs′
∂s′
] = [
∂vn
∂s
] = [
∂vn
∂s′
] = 0. (2.12)
Il de´coule de l’e´quation 2.2 :
[∇.v] = s.[∇v].s+ s′.[∇v].s′ + n.[∇v].n = 0, (2.13)
et donc, comme les de´rive´es de la vitesse sont continues a` travers l’interface
suivant l’e´quation 2.12, on peut e´crire :
n.[∇v].n = 0, (2.14)
[
∂vn
∂n
] = 0. (2.15)
Examinons a` pre´sent les sauts des contraintes normales et tangentielles a`
l’interface. On appellera Fn = Fnn le saut des contraintes normales et Ft =
Fss+ Fs′s
′ e saut des contraintes tangentielles.
[n.τ .n] = 2σH + Fn, (2.16)
[s.τ .n] = Fs. (2.17)
[s′.τ .n] = Fs′. (2.18)
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Le saut des contraintes normales s’e´crit en fonction de la tension de surface
et de la courbure moyenne σ(x, t) et H(x, t). Fn et Ft repre´sentent des sauts
pouvant eˆtre dus a` la pre´sence de tensioactifs ou bien d’une viscosite´ de surface,
qui viennent s’ajouter au saut de contraintes normales duˆ au saut de viscosite´,
qui existe de´ja` pour une interface propre.
— Pour une interface propre, on a Fn = Fs = Fs′ = 0. Pour une inclusion
au repos, l’e´quation 2.16 devient la loi de Laplace-Young sur le saut de
pressions : [P ] = 2σH. Sur une interface mobile, l’e´quation 2.16 devient :
[P ] = 2σH − [2µn.(∇v).n] (2.19)
= 2σH − 2[µ∂vn
∂n
]. (2.20)
En prenant en compte de l’e´quation 2.14, on peut sortir le terme de
de´rive´e de la vitesse de l’interface projete´e suivant le vecteur normal dans
la direction normale du terme de saut et donc e´crire :
[P ] = 2σH − 2[µ]∂vn
∂n
. (2.21)
— Pour une interface contamine´e par des tensioactifs, mais sans viscosite´ de
surface, la non-uniformite´ de la tension de surface ge´ne`re un e´coulement
qui tend a` uniformiser cette dernie`re. Ce phe´nome`ne est connu sous le
nom d’effet Marangoni et est lie´ a` un saut de contraintes tangentielles.
Ainsi dans ce cas :
Fn = 0, Fs = −∂σ
∂s
Fs′ = −∂σ
∂s′
. (2.22)
— Dans le cas d’une interface visqueuse, les sauts des contraintes sont
nettement plus complexes. Ils s’expriment en fonction d’une viscosite´ de
cisaillement ǫv et d’une viscosite´ de dilatation κv. Scriven (1960) [64] en
donne l’expression analytique ge´ne´rale sous forme tensorielle :
Fn + Ft = ∇sσ + (κv + ǫv)∇s(∇s.u)
+ ǫv[2K(u− nn.u) + n×∇s(n.∇s × u) + 2(n×∇sn× n).∇s(n.u)]
+ n[2Hσ + 2H(κv + ǫv)∇s.u− 2ǫv(n×∇sn× n) : ∇su], (2.23)
ou` H et K repre´sentent les courbures moyenne et gaussienne respective-
ment. Le symbole ≪ : ≫repre´sente une double contraction tensorielle. Cette
expression sera de´veloppe´e en Chapitre 4.
En pre´sence de mole´cules tensioactives adsorbe´es a` l’interface, il existe un
saut de contraintes tangentielles a` la traverse´e de l’interface. La pre´sence de
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telles mole´cules est repre´sente´e par leur concentration surfacique Γ(x, t). Elles
vont avoir un impact direct sur la tension de surface σ. De nombreuses lois
ont e´te´ e´crites sous forme d’e´quations d’e´tat pour quantifier cet effet. On peut
citer les e´quations de Langmuir ou de Henry qui sont les plus communes. Pour
des concentrations nettement plus faibles que la quantite´ maximale pouvant
eˆtre adsorbe´e a` l’interface, on peut utiliser l’e´quation d’e´tat de Henry, mode`le
analogue a` celui du gaz parfait pour la pression, qui ne´glige toute interaction
entre mole´cules tensioactives sur la surface. Elle s’exprime :
σ = σc −RGTΓ, (2.24)
ou` σc est la tension de surface de l’interface propre, RG = 8, 314J.mol
−1.K−1 la
constante des gaz parfaits et T la tempe´rature que l’on fixera a` 293.15 K. Cette
relation entre Γ et σ est a` l’origine de la non-uniformite´ du profil de σ et de
l’effet Marangoni a` l’interface.
Les tensioactifs sont advecte´s le long de l’interface suivant une e´quation de
transport exprime´e par Levich (1962) [40] et Stone (1990) [69] :
∂Γ
∂t
+∇s.(Γv) = Ds∇2sΓ. (2.25)
Cette e´quation peut inclure un terme source d’adsorption/de´sorption dans le cas
ou` les tensioactifs sont solubles et pre´sents dans les phases continues. Elle prend
en compte la diffusion des tensioactifs sur l’interface. Or, nous ferons par la suite
l’hypothe`se d’un nombre de Peclet surfacique tre`s e´leve´. Nous ne prendrons donc
pas en compte cet effet dans cette e´quation et poserons Ds = 0.
Cette e´quation peut se de´velopper ainsi en de´composant le vecteur vitesse
par ses composantes normale et tangentielle :
dΓ
dt
+ vss′.∇sΓ + vnn.∇sΓ + Γ∇s.v = 0, (2.26)
qui devient, avec n.∇sΓ = 0 et ∇s.v = ∇.v− n.∇v.n :
dΓ
dt
+ vss′.∇sΓ− Γ∂vn
∂n
= 0, (2.27)
car ∇.v = 0. Le troisie`me terme repre´sente la variation de la concentration en
tensioactifs due a` la variation locale de l’aire de l’interface. Par exemple, c’est ce
terme seul qui gouverne la diminution de la concentration surfacique a` l’interface
d’une goutte sphe´rique en expansion.
2.2 Me´thode nume´rique du code DIVA
Le code utilise une approche de type 1-fluide et une me´thode Level Set pour
repre´senter l’interface. La re´solution des e´quations de Navier-Stokes se fait a`
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l’aide d’une me´thode de projection qui rame`ne le proble`me a` la re´solution d’une
e´quation de Poisson sur la pression, qui est effectue´e a` l’aide de la me´thode des
gradients conjugue´s. Les sauts sont pris en compte a` l’aide d’une me´thode Ghost
Fluid, qui revient a` prolonger artificiellement les valeurs discontinues a` travers
l’interface dans le but de les discre´tiser correctement. Dans ce chapitre nous
verrons en de´tail l’imple´mentation de ces me´thodes dans le code DIVA.
2.2.1 E´tat de l’art de la mode´lisation nume´riques des
interfaces en pre´sence de tensioactifs
Les effets des tensioactifs sur les interfaces entre les fluides ont e´te´ e´tudie´s
nume´riquement dans des configurations diverses au cours des 30 dernie`res anne´es.
Les premie`res e´tudes concernaient des e´coulements dans le re´gime de Stokes.
Elles concernaient l’effet Marangoni, avec prise en compte ou non de l’adsorp-
tion/de´sorption des tensioactifs. De`s 1989, Stone & Leal [70] utilisent une me´thode
d’inte´grales de frontie`re, ou boundary integral method (BIM) pour simuler la
de´formation et la rupture d’une goutte en pre´sence de tensioactifs insolubles et en
e´coulement de Stokes. Elle consiste a` calculer directement la vitesse interfaciale
a` partir de l’inte´gration des conditions aux limites sur l’interface, e´quivalentes
aux e´quations 2.16 et 2.17, avec Ft = −∇sσ et Fn = 0. Cette me´thode permet
de prendre en compte l’effet Marangoni sur une interface libre, mais uniquement
pour de petites de´formations. Toujours en e´coulement de Stokes, He et al. (1991)
[26] utilisent des uniform retardation schemes pour simuler l’impact de tensio-
actifs solubles sur le mouvement d’ascension d’une goutte. L’effet Marangoni y
est ge´ne´re´ par la de´sorption a` l’interface et non par le transport convectif ou
diffusif des tensioactifs. Ensuite, la de´formation de gouttes dans un e´coulement
de Poiseuille dans un tube a e´te´ e´tudie´e par Borhan & Mao (1992) [5] par
une me´thode BIM, similaire a` celle de Milliken et al. (1993) [47] qui conside`re
une e´quation d’e´tat non line´aire entre la tension de surface et la concentration
surfacique en tensioactifs. Cette me´thode a permis de ge´ne´raliser les re´sultats de
Stone & Leal (1989) [70] pour des gouttes visqueuses et des tensioactifs insolubles.
La meˆme me´thode est utilise´e par Eggleton & Stebe (1998) [17] qui conside`rent
en plus les effets de solubilite´ des tensioactifs.
En 1996, Bel Fdhila & Duineveld [4] re´solvent les e´quations de Navier Stokes
comple`tes par la me´thode des diffe´rences finies pour e´tudier l’ascension de gouttes
sphe´riques a` grands nombres de Reynolds et de Peclet. Ils observent une e´volution
non uniforme du maximum de gradient de concentration a` l’interface en fonction
de l’angle de contamination. Cuenot et al. (1997) [12] ont e´tudie´ eux aussi les
effets des tensioactifs solubles sur une goutte en translation pour des nombres
de Reynolds de l’ordre de 100. En 2000, Nekovee & al. [49] et Chen et al. [11]
ajoutent les effets des tensioactifs dans un code utilisant la me´thode dite de
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Lattice-Boltzman. Cette me´thode sera utilise´e plus tard par Skartlien, Sollum
& Schuman (2013) [68] afin de mode´liser la rupture de gouttes dans une forte
turbulence. Drumright-Clarke & Renardy (2003) [15] e´tudient ensuite un cas
similaire a` celui de Stone & Leal [70] en ajoutant les effets de l’inertie. Ils utilisent
pour cela une me´thode Volume-of-Fluid (VOF) et ajoutent l’effet Marangoni a`
l’aide d’une fonction de Dirac, comme terme source surfacique dans les e´quations
de Navier-Stokes. La me´thode VOF est re´utilise´e par James & Lowengrub (2004)
[29] pour l’e´tude de plusieurs types d’e´coulements en pre´sence de tensioactifs
insolubles. Paralle`lement, Xu & Zhao (2003) [82] emploient la me´thode Level Set
pour re´soudre des e´quations diffe´rentielles partielles sur une interface de´formable.
Cette e´tude aboutira a` la premie`re utilisation de la me´thode Level Set par Xu
et al. (2005) [81] pour re´soudre les e´quations de transports de tensioactifs sur
l’interface. Les sauts de contraintes sont pris en comptes a` l’aide de la me´thode
immersed interface, telle qu’elle avait e´te´ developpe´e par Leveque & Li (1994)
[39]. Plus tard, Muradoglu & Tryggvason (2008) [48] utilisent une me´thode
lagrangienne de suivi d’interface (Front-tracking), et prennent en compte les
conditions des sauts de contrainte avec un maillage eule´rien a` l’aide d’une fonction
de Dirac lisse´e pour prendre en compte l’effet Marangoni. Plus re´cemment la
me´thode Level Set a aussi e´te´ utilise´e avec des maillages adaptatifs, entre autre
par Teigen et al. (2009) [73] et Cleret de Langavant et al. (2017) [9] pour e´tudier
la de´formation et la rupture des gouttes.
La me´thode Ghost Fluid a e´te´ peu utilise´e pour traiter les discontinuite´s a`
l’interface lie´es a` la pre´sence des tensioactifs, meˆme si on peut citer les travaux
de Hayashi & Tomiyama [25] (2012) et Ervik et al. (2014) [18]. Dans cette the`se,
nous utiliserons une approche eule´rienne, la me´thode Level-Set, afin de capturer
l’interface sur un maillage fixe et nous l’associerons a` une me´thode Ghost Fluid
afin de traiter nume´riquement les sauts de contraintes normales et tangentielles
2.16, 2.17 et 2.18. En particulier, nous utiliserons une formulation de la me´thode
Ghost Fluid qui sera efficace pour traiter des cas ou` les contraintes Fn et Ft sont
importantes. Dans les sections suivantes, nous pre´senterons les de´tails de cette
me´thode nume´rique.
2.2.2 La me´thode de projection
La re´solution des e´quations de Navier-Stokes est re´alise´e en passant par une
vitesse de projection qui permettra de de´coupler le calcul de la pression de celui
de la vitesse. La divergence du champ de vitesse de projection v∗ est non nulle.
E´crivons l’e´quation de Navier-Stoke 2.1 discre´tise´e en temps, sans la gravite´ et
en e´crivant le terme visqueux explicitement :
vn+1 − vn
∆t
+ (vn.∇)vn = −1
ρ
∇P n+1 + ∇.(2µǫ
n)
ρ
. (2.28)
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Dans cette e´quation a` l’instant n, les variables inconnues sont donc vn+1 et P n+1.
On cre´e a` partir des termes explicites de cette e´quation la vitesse de projection,
connue dans tout le domaine au temps n :
v∗ = vn −∆t
(vn.∇)vn − ∇.(2µǫn)
ρ
 . (2.29)
En combinant les e´quations 2.28 et 2.29, on peut alors e´crire l’e´quation de Poisson
sur la pression :
∇.∇P
n+1
ρ
=
∇.v∗
∆t
(2.30)
Le champ de pression est alors nume´riquement calcule´ a` l’aide de la me´thode du
gradient conjugue´ pre´conditionne´. Une fois connu, il permet de calculer le champ
de vitesse Vn+1 en e´crivant l’e´tape de correction suivante a` l’aide de l’e´quation
2.28 :
vn+1 = v∗ − ∆t
ρ
∇P n+1. (2.31)
Ainsi en de´couplant pression et vitesse, on peut re´soudre les e´quations de Navier-
Stokes en ve´rifiant les e´quations de conservation de la masse et de la quantite´ de
mouvement.
2.2.3 La me´thode Level Set
Cette me´thode permet de mode´liser une interface mobile et de´formable dans
un maillage carte´sien fixe a` l’aide d’une fonction appelle´e fonction Level Set :
φ(x, t) = ±d(x | interface), (2.32)
de´finie comme la distance signe´e entre tout point du domaine x et l’interface.
Ainsi par de´faut, la position de l’interface est toujours connue et se situe en
l’iso-φ ayant pour valeur φ = 0. Le transport et la de´formation de l’interface
sont re´solus dans le temps avec l’e´quation suivante :
∂φ
∂t
+ v.∇φ = 0. (2.33)
Apre`s la re´solution de cette e´quation les lignes de niveau peuvent se resserer
ou s’e´taler a` cause de la pre´sence de zones de cisaillement ou d’e´tirement dans le
champ de vitesse. Elles perdent alors leurs proprie´te´s de fonction distance. La
me´thode Level Set requiert donc une e´tape de redistanciation, mise au point par
Sussman et al. (1994) [71], a` chaque ite´ration en temps qui consiste a` re´soudre
sur un temps fictif τ :
∂d
∂τ
+ sgn(φ)(1− |∇d|) = 0, (2.34)
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avec pour condition initiale sur d :
d(x, t, τ = 0) = φ(x, t). (2.35)
La fonction sgn est lisse´e comme suit :
sgn(φ) =

−1 si φ < −dx
φ√
φ2+dx2
si |φ| ≤ dx
1 si φ > dx
(2.36)
Ainsi lorsque le re´gime permanent est atteint sur le temps fictif, apre`s en
ge´ne´ral 2 ite´rations, la ligne de niveau φ = 0 n’aura pas bouge´, tandis que dans
tout l’espace la fonction Level Set ve´rifiera |∇d| = 1, ce qui est ne´cessaire pour
une fonction distance.
Un autre avantage de cette formulation est qu’elle permet de de´finir simple-
ment les proprie´te´s ge´ome´triques de l’interface, le vecteur normal n ainsi que la
courbure principale H :
n =
∇φ
‖∇φ‖ (2.37)
H =
1
2
∇.n. (2.38)
Un calcul pre´cis de φ a` tout instant est donc ne´cessaire et suffisant afin de
connaˆıtre a` la fois la position de l’interface et toutes ses proprie´te´s ge´ome´triques.
La me´thode Level Set a e´te´ developppe´e et pre´sente´e dans l’article Osher &
Sethian (1988) [51]. Elle est ne´e du besoin de re´soudre les e´quations de Hamilton-
Jacobi dans des proble`mes ou` un front se propage a` une vitesse de´pendant
de la courbure locale du front. A` l’origine, elle e´tait destine´e a` re´soudre des
proble`mes physiques tels que la cristalloge´ne`se, ou encore la propagation d’un
front de flamme. Plus tard, Sussman et al. (1994) [71] utilisent une approche
Level Set pour la simulation d’e´coulements multiphasiques. Ils de´veloppent
l’algorithme de re´initialisation de la fonction Level Set. Ils remarquent la facilite´
de la ge´ne´ralisation du code a` des calculs a` trois dimensions, du fait du caracte`re
eule´rien de la me´thode et de l’invariance du maillage dans le temps. Apre`s avoir
pris en compte les effets de la tension de surface, ils ont pu simuler des phe´nome`nes
de rupture, coalescence, dilatation ou contraction de gouttes. L’e´volution de
la forme d’une bulle d’air en ascension dans de l’eau a donne´ des re´sultats
comparables aux expe´riences. Cependant, ils observent qu’avec des maillages
trop grossiers, des pertes de masse tre`s importantes avaient lieu et faussaient
comple`tement les simulations.
Actuellement, les recherches sur la me´thode Level Set visent a` ame´liorer la
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re´solution de l’e´quation de transport afin de supprimer l’e´tape de re´initialisation
de la fonction Level Set.
Cependant cette me´thode posse`de aussi ses contraintes. En effet, un champ
de vitesse sous-re´solu peut entraˆıner des pertes de masse importantes sans signifi-
cation physique. Il est donc ne´cessaire d’utiliser des sche´mas de discre´tisation spa-
tiale et temporelle suffisamment pre´cis pour re´soudre correctement les e´quations.
2.2.4 Sche´mas de discre´tisation pour la re´solution
d’e´quations hyperboliques
Les e´quations d’advection de l’interface et de redistanciation dans les me´thode
Level Set ou VOF (e´quations 2.33, 2.34) sont des e´quations dites hyperboliques.
C’est a` dire qu’elles sont lie´es a` un mode`le d’e´volution conservatif et que leur
solution a des proprie´te´s ondulatoires. L’exemple le plus connu d’une e´quation
hyperbolique est l’e´quation d’onde pour une fonction scalaire f .
∂2f
∂t2
− c2∆f = 0. (2.39)
Les solutions de ce type d’e´quations ont tendance a` de´velopper des disconti-
nuite´s, meˆme si les conditions initiales ne pre´sentent pas de gradients importants.
Ce phe´nome`ne est mis en e´vidence entre autre par Sethian (2001) [65]. Or, les
sche´mas classiques de discre´tisation ne sont pas capables de capturer correctement
les discontinuite´s ou forts gradients. Des discre´tisations spatiales et temporelles
performantes doivent alors eˆtre utilise´es.
Des e´tudes concernant diffe´rents sche´mas de discre´tisation ont e´te´ effectue´es
pendant les dernie`res de´cenies. Dans Shu & Osher (1988) [67], un sche´ma robuste
de discre´tisation spatiale appele´ Essentially Non Oscillatory (ENO) a e´te´ propose´.
Cette premie`re e´tude montre l’efficacite´ du sche´ma pour la re´solution de chocs,
mais montre des lacunes dans la re´solution des discontinuite´s de contact. Plus
tard, Jiang et al. (1994) [30] ame´liorent ce sche´ma jusqu’a` l’ordre 5 pour simuler
des e´coulements compressibles complexes en pre´sence de nombreux chocs. Les
discontinuite´s de contact sont de´sormais mieux re´solues. De plus, a` cet ordre, la
diffusion nume´rique a peu d’impact. Le sche´ma qui en de´coule, appele´ Weighted
Essentially Non Oscillatory (WENO), est un des plus performants en terme de
robustesse et de pre´cision.
Les e´tudes susmentionne´es ont montre´ de bons re´sultats pour la re´solution
d’e´quations hyperboliques avec un sche´ma de discre´tisation en temps de type
Runge-Kutta d’ordre 2 (RK2). Osher & Sethian (1988) [51] montrent que cette
me´thode est efficace pour re´soudre l’e´volution de la propagation d’un front.
D’autres sche´mas ont e´te´ teste´s, tels que les diffe´renciations d’Euler explicite,
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d’Addam Bashforth ou de Runge-Kutta d’ordres plus e´leve´s, mais le sche´ma RK2
assure de bons re´sultats avec un tre`s bon compromis entre stabilite´ et pre´cision.
2.2.5 Gestion des sauts par la me´thode Ghost Fluid
Dans la section 2.1.2, nous avons discute´ de la discontinuite´ de certaines
variables le long de l’interface. Ces discontinuite´s posent proble`me pour la
discre´tisation a` proximite´ de l’interface. Dans cette section, nous verrons com-
ment ce proble`me est traite´ dans le code.
Le code emploie la me´thode Ghost Fluid pour mode´liser les effets des discon-
tinuite´s a` travers l’interface. Elle a e´te´ developpe´e par Fedkiw et al. (1999) [19]
pour simuler des e´coulements compressibles non visqueux. Plus tard, la me´thode
a e´te´ adapte´e pour prendre en compte les effets visqueux et capillaires dans
des e´coulements incompressibles par Kang et al. (2000) [31]. Le but de cette
me´thode e´tait de repre´senter correctement les discontinuite´s sans avoir a` les lisser.
En effet, le lissage force a` rendre continue la solution de l’e´quation de Poisson,
et peut cre´er des proble`mes comme une diffusion de l’interface et l’apparition
d’oscillations non physiques dans la solution. La me´thode Ghost Fluid permet
d’e´viter ce lissage tout en discre´tisant proprement les de´rive´es a` proximite´ de
l’interface.
2.2.5.1 Concept de Ghost Fluid
Le terme de Ghost Fluid a e´te´ utilise´ par la premie`re fois dans Fedkiw et al.
(1999) [19] pour faire re´fe´rence a` des valeurs fantoˆmes lie´es a` l’autre fluide et
n’ayant donc pas de re´elle signification physique dans le fluide conside´re´. Prenons
l’exemple d’une fonction scalaire discre`te f(x). La fonction f subit un saut a`
l’interface [f ] = f+ − f− ou` f− et f+ sont les valeurs de la fonction a` gauche et
a` droite de l’interface. On peut donc e´crire une forme ge´ne´ralise´e de la fonction
f sous la forme :
f(φ) = f− − (f− − f+)H(φ) (2.40)
On peut aussi la diffe´rencier :
∇f = ∇f− +∇(f+ − f−)H(φ) + (f+ − f−)δ(φ). (2.41)
Comme il a e´te´ dit auparavant, il est ainsi possible d’utiliser des approximations
nume´riques des fonctions Dirac et Heaviside :
δ(φ) =

0 si φ < −ǫ0
1
2ǫ0
(
1 + cos(πφǫ0 )
)
si |φ| ≤ ǫ0
1 si φ > ǫ0
(2.42)
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H(φ) =

0 si φ < −ǫ0
1
2
(
1 + φǫ0 +
1
π sin(
πφ
ǫ0
)
)
si |φ| ≤ ǫ0
0 si φ > ǫ0
(2.43)
ou` ǫ0 est un parame`tre de lissage dont la valeur est comprise entre ∆x le pas
d’espace et 2∆x. Cependant, cette solution n’est pas optimale. On pre´fe`rera donc
utiliser la me´thode Ghost Fluid.
On souhaite maintenant diffe´rencier cette fonction a` proximite´ de l’interface.
On suppose que la valeur du saut [f ] est connue. Graˆce a` la me´thode Level Set,
on peut connaˆıtre la position de l’interface. Supposons qu’elle soit localise´e entre
les points i et i + 1. Alors en discre´tisant a` proximite´ de l’interface avec un
sche´ma centre´ de premier ordre, on peut e´crire :
∂f
∂x
|i = f
+
i+1 − f−i−1
∆x
. (2.44)
En l’e´crivant ainsi, la de´rive´e de f ne peut pas eˆtre correctement estime´e, a` cause
du saut [f ]. On va cre´er une valeur fantoˆme f̂−i+1 de f
+
i+1 en retranchant le saut
de f a` l’interface, ce qui permet d’extrapoler continuˆment f :
f̂−i+1 = f
+
i+1 − [f ]. (2.45)
On peut aussi cre´er de manie`re syme´trique la fonction fantoˆme a` gauche :
f̂+i = f
−
i + [f ]. (2.46)
Ces points sont repre´sente´s dans la figure 2.1. On peut voir que la fonction f
prolonge´e est continue a` l’interface et devient donc diffe´rentiable. On peut alors
calculer la de´rive´e ainsi :
∂f
∂x
|i = f̂
−
i+1 − f−i−1
∆x
,
∂f
∂x
|i+1 = f
+
i+2 − f̂+i
∆x
. (2.47)
2.2.5.2 Diffe´renciation de la pression pour la re´solution de l’e´quation
de Poisson
La re´solution de l’e´quation de Poisson 2.30 ne´cessite de discre´tiser l’ope´rateur
laplacien pour la pression. La me´thode Level Set couple´e a` la me´thode Ghost
Fluid permet de calculer pre´cise´ment les sauts pour diffe´rencier proprement la
pression. L’e´quation 2.21 nous permet d’e´crire le saut de la pression comme une
fonction a(x, t) de´finie dans tout le domaine et e´gale en tout point a` :
a(x, t) = 2σH − 2[µ∂vn
∂n
], (2.48)
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Figure 2.1: Repre´sentation de la fonction discontinue f et de ses
prolongations au dela` de l’interface.
qui est facile a` calculer, σ et H e´tant des valeurs e´tendues connues dans l’ensemble
du domaine de calcul. Nous verrons dans la section 2.2.6 comment est effectue´e
l’extension de σ. Il reste encore a` approximer ce saut de pression sur l’interface.
Dans le cas ou` l’interface est repe´re´e dans l’espace entre les points i et i+ 1, le
saut est estime´ ainsi sur l’interface :
aI =
ai|φi+1|+ ai+1|φi|
|φi|+ |φi+1| . (2.49)
Une fois ce saut connu, la discre´tisation des de´rive´es secondes qui apparaissent
dans le laplacien de la pression est disponible graˆce aux e´quations 2.45, 2.46,
2.47 :
∂2P
∂x2
|i = Pi+1 − 2Pi + Pi−1 − aI
∆x2
. (2.50)
Cette e´quation peut eˆtre adapte´e pour e´crire les de´rive´es du second ordre dans
les deux autres directions du domaine.
2.2.5.3 Diffe´renciation du terme visqueux
La diffe´renciation du terme visqueux de l’e´quation 2.1 ou 2.28 pose aussi un
proble`me. Les premiers a` avoir effectue´ des simulations nume´riques d’e´coulements
diphasiques avec les me´thodes Level Set et Ghost Fluid sont Kang et al. (2000)
[31], ajoutant les effets de la viscosite´ et de l’interface a` l’e´tude de Fedkiw et al.
(1999) [19]. Le terme visqueux qui va poser proble`me s’e´crit ∇.(2µǫ). Dans les
phases continues, µ est uniforme. Le terme visqueux s’exprime alors simplement
a` l’aide de l’ope´rateur laplacien :
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∇.(2µǫ) = 2µ∆v =

2µuxx+uyy+uzzρ
2µvxx+vyy+vzzρ
2µwxx+wyy+wzzρ
 , (2.51)
ou` la notation uxx fait re´fe´rence a` la de´rive´e seconde de la composante
u suivant la direction ex, et la vitesse s’exprime v = [u, v, w]
t. Cependant,
a` proximite´ de l’interface, la discre´tisation des termes de type ∂∂x(µux) pose
proble`me, et l’e´quation 2.51 n’est pas utilisable en l’e´tat. Cette me´thode s’appuie
sur l’expression analytique du saut de la variable [µux] afin de pouvoir estimer
la valeur fantoˆme : ̂(µux|i−1) et e´crire :
µuxx|i = µux|i+1 −
̂(µux|i−1)
2∆x
(2.52)
Kang et al. (2000) [31] donne une expression analytique de ce saut en fonction
de variables continues uniquement :
J = ([µ∇v]) = [µ]

∇u
∇v
∇w


0
s
s′

T 
0
s
s′
+ [µ]nn

∇u
∇v
∇w
nn
− [µ]

0
s
s′

T 
0
s
s′


∇u
∇v
∇w

T
nn− Fss⊗ n− Fs′s′ ⊗ n, (2.53)
dans un repe`re orthonorme´ (n, s, s′). Pour une interface propre, seuls les
trois premiers termes sont pre´sents, comme c’est le cas dans l’article de Kang
et al. (2000). Ces termes mettent en e´vidence que le saut de contraintes pour
une interface propre n’est lie´ qu’au saut de viscosite´s des fluides. Dans le cas
d’une interface contamine´e, nous avons ajoute´ les sauts lie´s a` la pre´sence des
tensioactifs suivant les expressions 2.22 et 2.23.
Supposons alors que l’interface soit localise´e entre les points i − 1 et i,
autrement dit que φi−1 < 0 < φi. On estime la position de l’interface en sous
maille :
α =
|φi−1|
|φi−1|+ |φi| . (2.54)
On estime alors la valeur de la matrice de saut J en les points i− 1 et i, puis on
calcule la valeur du saut a` l’interface :
Jint = αJi + (1− α)Ji−1. (2.55)
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Mathe´matiquement, la condition de saut peut eˆtre exprime´e en utilisant le point
situe´ sur l’interface entre les nœuds de calcul i− 1 et i, de vitesse note´e uint :
µ+(
ui − uint
(1− α)∆x)− µ
−(
uint − ui−1
α∆x
) = Jint, (2.56)
ou` µ+ et µ− sont les valeurs de la viscosite´ respectivement a` gauche et a` droite
de l’interface. La valeur de uint n’e´tant pas connue, car elle n’est pas localise´e en
un point du maillage, on de´duit son expression de l’e´quation 2.56 :
uint =
µ+uiα+ µ
−ui−1(1− α)− Jintα(1− α)∆x
µ+α+ µ−(1− α) . (2.57)
Nume´riquement, nous utilisons alors la valeur fantoˆme suivante pour µux|i−1,
qui nous sert a` discre´tiser les de´rive´es secondes du terme visqueux selon 2.52 :
̂(µux|i−1) = µ+ ui − uint
(1− α)∆x = µ̂
ui − ui−1
∆x
+
µ̂Jintα
µ−
, (2.58)
avec :
µ̂ =
µ+µ−
µ+α+ µ−(1− α) . (2.59)
La modification de l’expression du saut J explique´e ci-dessus permet ainsi de
traiter nume´riquement les discontinuite´s des contraintes visqueuses tangentielles
et normales qui apparaissent dans le cas d’une interface couverte par des tensio-
actifs. La re´solution des e´quations de Navier-Stokes par me´thode de projection,
couple´e a` cette me´thode de traitement nume´rique du terme visqueux, est re´sume´e
dans Lalanne et al. (2015) [36]. Cette me´thode, appele´e Ghost-Fluid Primitive
Viscous Method, peut alors eˆtre re´sume´e par les e´tapes suivantes :
— Le calcul de la vitesse de projection :
v∗ = vn −∆t
(
(vn.∇)vn − µ∆v
n
ρn+1
+ g
)
. (2.60)
Le terme visqueux est estime´ nume´riquement dans le code par :
µ∆v ≡ ∇.(µ∇v)− [µ∇v] δ(φ), (2.61)
ou` le terme de saut est lie´ a` la matrice de sauts J de´crite plus haut.
— On re´sout ensuite l’e´quation de Poisson en pre´sence d’un saut de pression
connu : 
∇.(∇Pn+1ρn+1 ) = ∇.v
∗
∆t
[P n+1] = 2σH + 2[µ]∂vn∂n + Fn
(2.62)
Le saut de pression est pris en compte a` travers la me´thode Ghost Fluid
de´crite a` la section pre´ce´dente.
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— Pour finir on corrige le champ de vitesse, et on retranche le saut qui a e´te´
pris en compte a` l’e´tape pre´ce´dente.
vn+1 = v∗ − ∆t
ρn+1
(
∇P n+1 + (−2σH + 2[µ]∂vn
∂n
)δ(φ)
)
(2.63)
2.2.6 Re´solution de l’e´quation de transport de Γ
La variation de concentration en tensioactifs lie´e au champ de vitesse ou a` la
de´formation de l’interface est re´gie par l’e´quation 2.27. Cependant, la me´thode
Level Set ne´cessite un traitement nume´rique adapte´ car l’interface y est de´crite
implicitement. En effet, il n’existe pas de point sur l’interface qui puisse eˆtre
utilise´ pour de´finir Γ ou pour une diffe´renciation spatiale. Xu & Zhao (2003)
[82] de´crivent une me´thode permettant d’e´tendre une quantite´ scalaire de´finie
sur une interface en dehors de celle-ci. Une fois la quantite´ scalaire de´finie sur
les points du maillage, la discre´tisation devient possible. Le calcul du champ
de concentration surfacique e´tendu, Γ̂ de l’interface se fait en re´solvant, sur un
temps fictif τ , l’e´quation suivante avec sa condition initiale :

∂Γ̂
∂τ + sgn(φ)n.∇Γ̂ = 0
Γ̂(x, τ = 0) = Γ(x, t)
(2.64)
Une fois le re´gime permanent atteint, on a l’e´galite´ n.∇Γ̂ = 0 dans tout le
domaine d’extension. Autrement dit, Γ est extrapole´ dans la direction normale
sans posse´der de gradient dans cette direction. Le Γ̂ extrapole´ devient alors
le champ de concentration surfacique pour l’ite´ration suivante. Dans le but
d’e´valuer les termes de sauts, qui ne´cessitent de connaˆıtre la tension de surface
ou le gradient surfacique de Γ sur l’interface, on projette ensuite les valeurs
des mailles voisines de l’interface sur celles-ci, par une relation du type de 2.49
comme propose´ par Kang et al. (2000) [31].
L’e´quation 2.64 est re´solue avec pre´cision en utilisant les meˆmes sche´mas
de discre´tisation que pour le calcul du transport de l’interface : on utilise une
discre´tisation de type WENO d’ordre 5 pour la diffe´renciation spatiale, et de
type RK2 pour la discre´tisation temporelle. E´tant donne´ que la fonction Γ n’est
de´finie que sur l’interface, il n’est pas ne´cessaire d’effectuer l’extrapolation sur
tout le domaine. On re´sout donc l’e´quation 2.64 sur un domaine restreint suffi-
samment grand pour permettre une discre´tisation de type WENO a` proximite´
de l’interface. En l’occurrence, le mode`le WENO ne´cessite de connaˆıtre les 3
points en amont, et les 3 points en aval du point ou` a` lieu la discre´tisation. Le
domaine e´tendu est donc l’ensemble des points ve´rifiant |φ(x, t)| ≤ 4 max(dx, dz).
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Ensuite, l’e´quation 2.27 de transport de Γ est re´solue a` partir de la grandeur
Γ̂. La discre´tisation de cette e´quation se fait a` l’aide du sche´ma WENO d’ordre
5 pour le terme advectif, et d’un sche´ma centre´ d’ordre 2 pour le terme ∂vn∂n .
2.3 Validations nume´riques a` partir de cas
e´le´mentaires
Dans cette partie nous e´tudions deux cas tests dans le but de valider la
re´solution nume´rique de l’e´quation de transport avec extension de l’interface, et
l’ajout de contraintes tangentielles surfaciques par la me´thode GFM. Le premier
cas est celui d’une interface circulaire en pre´sence d’un profil de concentration
non-uniforme. On ve´rifiera la conservation de ce profil lorsque l’interface est en
rotation et en expansion. Le second cas est celui de la migration d’une goutte
soumise a` un gradient de tension de surface uniforme et impose´ dans tout le
domaine.
2.3.1 Transport d’un profil non uniforme de tensioactifs
sur une interface en rotation et expansion
Le premier cas test se concentre sur l’e´quation de transport des tensioactifs.
L’e´quation 2.27 n’e´tant pas re´solue directement sur l’interface mais dans un
domaine e´tendu, on veut s’assurer que le transport des tensioactifs s’effectue
correctement lorsque l’interface est en mouvement, ou qu’elle se de´forme.
Nous allons donc e´tudier une interface plane circulaire dans un plan de´fini
par les coordonne´es polaires (r, θ). L’e´coulement est impose´ et ne sera donc pas
re´solu nume´riquement. Il n’y a donc pas d’effets visqueux, inertiels ou bien de
tension de surface pris en compte. A partir du champ de vitesse impose´, on
re´soudra seulement l’e´quation de transport de la fonction Level Set 2.33, puis
celle de transport des tensioactifs 2.26. L’interface circulaire est place´e au centre
d’un domaine carre´. Le champ de vitesse impose´ est le suivant :
v(r, θ) =
Q
r
er + ωeθ, (2.65)
ou` Q correspond a` un de´bit (m2.s−1) issu du point source situe´ en r = 0, ω est
la vitesse de rotation du fluide (rad.s−1) et n et s sont les vecteurs unitaires de
la base des coordonne´es cylindriques. Le mouvement de rotation va permettre
de tester le second terme de l’e´quation 2.27, qui repre´sente l’advection le long de
l’interface suivant la vitesse tangentielle. L’expansion permettra quant a` elle de
valider le troisie`me terme de cette e´quation, qui repre´sente l’effet de la variation
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de la surface sur la concentration en tensioactifs.
En connaissant Q et ω et le profil de Γ a` l’instant initial, on a acce`s analyti-
quement a` l’e´volution de la position de l’interface, et du profil de tensioactifs
dans le temps. A` l’instant initial, le rayon de l’interface est R0 et le profil de
concentration en tensioactifs est de forme sinuso¨ıdale :
Γ(θ, t = 0) = Γini
1 + cos(θ)
2
. (2.66)
Cette configuration e´tant bidimensionnelle, la concentration n’est pas surfacique
mais line´ique. Bien que celle-ci soit non-uniforme, on ne prend pas en compte
l’effet Marangoni dans ce cas test. De meˆme, aucune viscosite´ de surface n’est
conside´re´e. A` cause de la vitesse de rotation ω, on s’attend a` ce que le profil de Γ
e´volue au cours du temps pour effectuer une translation circulaire. En ajoutant a`
cela l’expansion de l’interface, on s’attend a` voir l’amplitude du profil sinuso¨ıdal
diminuer, en raison de l’augmentation de la surface et de la conservation de la
masse totale de tensioactifs a` l’interface. Cependant, la forme sinuso¨ıdale du
profil doit eˆtre conserve´e. Donc la forme du profil au temps tfin doit s’e´crire :
Γ(θ, t = tfin) = Γfin
1 + cos(θ + θrot)
2
, (2.67)
ou` θrot = ωtfin est la valeur de l’angle de la rotation effectue´e lors de la simulation.
On peut e´crire la loi de conservation de la masse entre les instants initial et final
de la simulation, tini = 0 et tfin :∫
I
Γ(θ, t = 0)dl =
∫
I
Γ(θ, t = tfin)dl, (2.68)
ou` dl = R dθ est une portion infinite´simale du pe´rime`tre de l’interface circulaire.
Ce qui donne apre`s inte´gration des profils :
2πR0Γini = 2πRfinΓfin. (2.69)
De plus, le rayon final de l’interface peut eˆtre connu en e´crivant l’expression du
de´bit surfacique issu de la source :
qs =
∫
I
v.n dl = 2πQ. (2.70)
Ce qui donne pour Rfin :
Rfin =
√
R2 +
qs
π
tfin. (2.71)
Donc quelle que soit la dure´e de la simulation, on peut pre´voir analytiquement
l’expression du profil de concentration a` l’interface en combinant les e´quations
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2.67 et 2.69, avec rotation et expansion :
Γ(θ, t = tfin) =
Γ0√
1 + 2QR2 tfin
1 + cos(θ − ωtfin)
. (2.72)
Le domaine de calcul est de taille L×L et le maillage est carte´sien et uniforme.
On appelle dx le pas d’espace et dt le pas de temps. Le rayon initial s’exprime
par R0 = L/5. Dans la suite on prendra L = 0.2 mm. Pour e´tudier l’effet de
la re´solution du maillage, on fera varier nR le nombre de mailles par rayon a`
l’instant initial.
Le pas de temps sera choisi pour ve´rifier la condition :
∆t = CFL| ∆x
vmax
|, (2.73)
ou` vmax est la vitesse maximale dans le domaine et CFL est le nombre de
Courant-Friedreichs-Lewy, qui doit eˆtre compris entre 0 et 1 pour assurer la
stabilite´ du calcul. Il sera choisi e´gal a` 0.5 dans les simulations de cette section.
2.3.1.1 Interface en rotation seule
On s’inte´resse au cas d’une rotation seule sans expansion : Q = 0, ω = 1
rad.s−1. Le rayon de la goutte est constant dans toute la simulation et donc
n.∇v.n = 0. On ne s’inte´resse donc qu’au terme d’advection dans l’e´quation
2.27. Le profil final de concentration s’exprime alors aise´ment :
Γ(θ, t = tfin) = Γ0
1 + cos(θ − ωtfin)
. (2.74)
Correction sur la masse
On souhaite avant tout s’assurer que la conservation de la masse totale de
tensioactifs pre´sents sur l’interface est ve´rifie´e. En effet, en pre´sence de tensioactifs
insolubles, on doit avoir : ∫
I
Γdl = N0, (2.75)
ou` N0 (mol) est une constante e´gale a` la quantite´ de tensioactifs initiale sur
l’interface. La figure 2.2 montre l’e´volution de la quantite´ de tensioactifs N (mol)
au cours du temps. On peut y voir que pour le maillage le plus grossier, nR = 16,
N diminue rapidement pour atteindre une perte de masse totale de l’ordre de
10% en 3 rotations de l’interface. Affiner le maillage permet de limiter cette perte,
mais jamais de la faire totalement disparaˆıtre. Ainsi apre`s 3 rotations, le maillage
nR = 32 accuse une perte de 2% de la quantite´ initiale, et le maillage le plus fin
nR = 64 de 0.5%. Cette observation peut poser proble`me, quand on sait que les
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profils de Γ sont pour le moment tre`s lisses. Dans des cas plus complexes, on
peut s’attendre a` voir apparaˆıtre de forts gradients de Γ. Eˆtre oblige´s d’utiliser
un maillage tre`s fin pour conserver la masse pourra ge´ne´rer des temps de calculs
tre`s longs. Afin de contourner cette contrainte, on ajoute une correction sur la
masse pour s’assurer qu’a` chaque ite´ration, l’e´quation 2.75 est ve´rifie´e. C’est a`
dire qu’au temps n+ 1 au point de coordonne´es (i, j), on e´crit :
Γn+1ij = Γ
n
ij
N0
Nn
. (2.76)
L’impact de cette correction est repre´sente´ dans la figure 2.2. De´sormais, l’e´cart
de la quantite´ totale de tensioactifs ne de´passe pas les 0.05% de la quantite´
initiale meˆme pour les maillages les plus grossiers, l’erreur re´siduelle correspon-
dant a` celle commise lors de l’approximation nume´rique de l’inte´grale line´ique
permettant de calculer N avec l’e´quation 2.75. L’e´quation de conservation est
alors bien respecte´e.
Figure 2.2: E´volution de (a) la quantite´ totale de tensioactifs nor-
malise´e par la quantite´ initiale sans correction sur la masse et (b) de
l’erreur sur la quantite´ totale de tensioactifs (%) apre`s correction de la
masse a` droite en fonction de θrot = ωt. Bleu, nR = 16. Rouge, nR = 32.
Vert, nR = 64.
Influence du maillage
On a de´ja` vu que la convergence en maillage permettait de limiter l’erreur
sur la perte de masse. Cependant, on doit aussi s’interroger sur une e´ventuelle
diffusion nume´rique des profils, et sur l’effet du raffinement du maillage et de la
correction en masse sur celle-ci. Trois maillages sont teste´s : nR = 16, 32, 64.
Avec la re´solution la plus grossie`re nR = 16, Sussman et al. (1994) [71] ont ve´rifie´
que le transport de l’interface e´tait correctement re´solu dans un cas d’ascension
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de goutte a` faible nombre de Bond, c’est-a`-dire dans le cas ou` elle reste quasi-
sphe´rique. Dans notre cas, l’interface restera circulaire. Nous sommes donc suˆrs
que la re´solution du transport de l’interface ne posera pas de proble`me avec ces
trois maillages.
La figure 2.3 nous donne l’e´volution des profils de Γ apre`s chaque re´volution
pendant 3 re´volutions de l’interface sur elle-meˆme. La colonne de gauche montre
les profils pour les diffe´rents maillages sans correction, tandis que la colonne de
droite montre les meˆmes maillages avec la correction de masse de tensioactifs.
Sur la premie`re colonne on observe un aplatissement des profils, clairement
visible pour nR = 16. L’erreur est particulie`rement forte dans les zones ou` le
gradient de concentration e´volue le plus rapidement, c’est-a`-dire quand Γ atteint
un maximum ou un minimum local. Ceci est duˆ a` la fois a` la perte de masse de
tensioactifs et a` la diffusion nume´rique du sche´ma de re´solution de l’e´quation de
transport de Γ. Cependant, les profils sont tre`s proches d’une colonne a` l’autre,
ce qui veut dire que la correction de masse seule ne peut pas corriger l’erreur
sur le profil. En revanche, la diffusion nume´rique peut eˆtre e´vite´e en prenant un
maillage suffisamment fin, ce qui prouve la convergence en maillage du sche´ma
nume´rique. Pour trouver un compromis correct entre pre´cision et temps de calcul,
on notera que les cas nR = 64 et nR = 32 corrige´ donnent des profils quasiment
similaires meˆme apre`s 3 re´volutions. Ce test permet donc que conclure que la
correction de la masse n’influence pas les re´sultats obtenus et permet de retrouver
les meˆmes re´sultats que la solution nume´rique converge´e en maillage.
57
Figure 2.3: E´volution des profils de concentration d’une interface
en rotation. De haut en bas : nR = 16, 32, 64. Colonne de gauche :
sans correction. Colonne de droite : avec correction sur la masse. Bleu,
instant initial. Rouge, rotation de 2π. Noir, rotation de 4π. Magenta,
rotation de 6π. Ligne discontinue noire : profil analytique.
Influence du pas de temps
Le nombre de CFL a e´te´ choisi e´gal a` 0.5, pour s’assurer que la condition
CFL < 1 soit bien ve´rifie´e dans le domaine de re´solution des e´quations de
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Figure 2.4: Profils finaux de Γ pour trois pas de temps diffe´rents
apre`s 3 re´volutions. Bleu : CFL = 0.25. Rouge : CFL = 0.5. Vert :
CFL = 0.75.
transport de φ et de Γ. On peut se demander dans quelle mesure on peut faire
e´voluer ce nombre de CFL pour optimiser le temps de calcul et e´ventuellement
limiter la diffusion nume´rique. En reprenant le maillage grossier nR = 16 avec la
correction de mase, on fait varier le nombre de CFL pour comparer les trois cas
suivants : CFL = 0.25, 0.5, 0.75. Le pas de temps est proportionnel au nombre
de CFL, on s’attend donc a` ce que le calcul soit plus long mais plus pre´cis pour
CFL = 0.25, et plus rapide mais moins pre´cis pour CFL = 0.75. Pourtant ce
n’est pas ce que montre la figure 2.4. En effet, l’erreur maximale entre le profil
calcule´ et le profil analytique atteint 39% pour le pas de temps le plus petit,
mais seulement 22% pour le pas de temps le plus grand. On observe ainsi ici
que la diffusion nume´rique associe´e au sche´ma de discre´tisation de l’e´quation
de transport de Γ est d’autant plus grande que la valeur du CFL est petite.
Cette observation est similaire a` ce qu’on observe lors de la discre´tisation d’une
e´quation d’advection classique par un sche´ma de´centre´ d’ordre 1, qui induit
de la diffusion nume´rique dont l’amplitude augmente lorsque le pas de temps
diminue. Heureusement, l’utilisation d’un pas d’espace petit permet de diminuer
l’ampleur de la diffusion nume´rique, comme montre´ sur la figure 2.3, ce qui
re´duit l’influence du pas de temps sur les profils obtenus. Les simulations de
transport d’une grandeur surfacique ne´cessitent donc un maillage suffisamment
raffine´. Cette e´tude montre que la seule condition sur le pas de temps qu’il faudra
prendre en compte est celle qui a e´te´ de´termine´e dans les travaux de Tanguy
(2004) [72] et Lalanne (2012) [33], pour assurer la bonne re´solution des e´quations
de Navier-Stokes dans le cas diphasique.
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2.3.1.2 Interface en expansion
On s’interesse maintenant uniquement au traitement du terme Γn.∇v.n
de l’e´quation 2.27. On se place dans le cas ou` ω = 0 et Q = 3.10−10 m2.s−1,
c’est-a`-dire que la composante tangentielle de la vitesse est nulle. Le temps final
est choisi tel que le rayon de l’interface subisse une augmentation de 80% du
rayon initial.
Influence du maillage
La figure 2.5 montre que la convergence en maillage est tre`s vite atteinte,
avec des re´sultats tre`s proches de la solution analytique de`s nR = 16, et ce meˆme
sans correction de masse. De plus, la figure 2.7 montre que la conservation de la
quantite´ de tensioactifs est bien ve´rifie´e sans correction de masse meˆme pour le
maillage le plus grossier.
Influence du pas de temps
le nombre CFL n’a pas d’effet important non plus sur les profils finaux,
comme le montre la figure 2.6 qui compare les re´sultats obtenus avec CFL =
0.25, 0.5, 0.75. Le pas de temps ne semble pas avoir d’influence significative sur
les re´sultats ici.
Figure 2.5: E´volution du profil final de tensioactif dans le cas d’une
interface en expansion au temps final tfin = 6.3 s. Bleu, nR = 16.
Rouge, nR = 32.
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Figure 2.6: Profils finaux de Γ pour trois pas de temps diffe´rents
a` tfin = 6.3 s. Bleu : CFL = 0.25. Rouge : CFL = 0.5. Vert :
CFL = 0.75.
Conclusion
Ce cas test a permis de ve´rifier que l’imple´mentation de l’e´quation de transport
de Γ (2.27) avec l’expansion de l’interface est correcte pour simuler le transport
d’un profil lisse de tensioactifs, que l’interface soit de´formable ou non. Cependant,
une perte de tensioactifs non ne´gligeable est a` de´plorer, lorsque le maillage n’est
pas suffisamment fin. Pour y reme´dier, il a fallu imple´menter une correction, qui
a` chaque pas de temps, impose que la quantite´ de tensioactifs apre`s re´solution
des e´quations de transport soit la meˆme qu’au pas de temps initial. La correction
n’a pas d’influence sur les profils obtenus par rapport a` la solution converge´e.
Cependant, elle ne permet pas de supprimer la diffusion nume´rique qui apparaˆıt
lors de l’advection des tensioactifs par la vitesse tangentielle. Seule l’augmentation
de la pre´cision du maillage permet d’y reme´dier. Un raffinement de maillage
permet aussi de limiter les effets de diffusion nume´rique lie´s au choix du pas de
temps.
2.3.2 Translation d’une goutte en pre´sence d’un gradient
de tension de surface uniforme.
On souhaite maintenant ve´rifier que la re´solution nume´rique du saut de
contraintes tangentielles apparaissant en pre´sence d’effet Marangoni est correcte
avec la Ghost Fluid Primitive Viscous Method. Cette fois, contrairement aux deux
sections pre´ce´dentes, les e´quations de Navier Stokes sont re´solues et le champ de
vitesse ne sera pas impose´, mais induit par l’effet Marangoni a` l’interface entre
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Figure 2.7: E´volution de l’e´cart de la quantite´ totale de tensioactifs a`
la valeur initiale (%) par rapport au rayon de l’interface. Bleu, nR = 16.
Rouge, nR = 32.
les fluides. De plus, on conside`re une ge´ome´trie axisyme´trique et non plus plane.
Nous allons donc imposer un gradient uniforme de tension de surface dans le
domaine, ce qui va avoir pour effet de mettre la goutte en mouvement. Ce cas
test est inspire´ de l’e´tude analytique et expe´rimentale de Young et al. (1959)
[83] d’une goutte place´e dans un gradient uniforme de tempe´rature. Cette e´tude
est effectue´e en re´gime de Stokes et l’expression de la vitesse finale d’ascension
de la goutte est calcule´e en ne´gligeant les termes inertiels dans les e´quations
de Navier-Stokes. Ainsi, les auteurs ont pu utiliser les expressions de la vitesse
de´termine´es par Hadamard et Rybczynski (1911) [24, 60] et les conditions aux
limites a` l’interface pour en de´duire la vitesse d’ascension v∞ en fonction du
gradient de tempe´rature et des proprie´te´s des fluides. Ces expressions permettent
d’avoir acce`s au champ de vitesse et plus particulie`rement a` la vitesse tangentielle
sur l’interface, en pre´sence d’effet Marangoni et sans gravite´.
Nous allons donc nous inte´resser au cas d’une goutte sphe´rique d’un fluide
de densite´ ρ′ et viscosite´ µ′, de rayon R, plonge´ dans un fluide de densite´ ρ et
viscosite´ µ. Le domaine est de dimension (lx, lz) = (5R, 15R). Le gradient de
tension de surface vertical est impose´ et e´gal a` :
σ(z) = σ0(1− βez
lz
), (2.77)
ou` βe est une constante choisie telle que les nombre de Reynolds et de Weber
restent petit : Reasc = 0.08 et We = 1, 5.10
−4, ce qui assure que la goutte reste
sphe´rique.
En suivant le raisonnement de Young et al. (1959) [83] pour une goutte dans
un gradient de tempe´rature, on peut trouver par analogie l’expression de la
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vitesse finale d’ascension de la goutte :
v∞th =
2βeσ0R
lz(6µ+ 9µ′)
. (2.78)
La vitesse finale atteinte par la goutte dans les simulations est tre`s proche de
cette vitesse the´orique. On observe bien une convergence en maillage sur la figure
2.8 et des erreurs faibles (moins de 2%) a` partir de nR = 32. Cette tendance est
confirme´e avec la figure 2.9, qui compare les profils de vitesse tangentielle sur
l’interface a` la solution de Hadamard et Rybczynski (1911) [24, 60]. Le profil de
vitesse tangentielle obtenu avec le maillage grossier est peu pre´cis et bruite´. Celui
obtenu avec maillage fin est tre`s proche du profil the´orique. Le bruit observe´ sur
ce profil provient aussi en partie de l’interpolation des grandeurs sur l’interface,
et ne peut eˆtre totalement impute´ a` la me´thode nume´rique de prise en compte
du saut de contrainte.
2.3.3 Conclusion
Ce cas test a permis de ve´rifier que l’effet Marangoni est de´sormais correcte-
ment pris en compte dans le code. Cependant, avec un maillage trop grossier,
les sauts sont naturellement moins bien calcule´s et donc les profils de vitesse
tangentielle aussi. Cette perte de pre´cision peut s’observer dans l’e´volution de
la vitesse d’ascension qui ne converge pas proprement dans le cas du maillage
nR = 16. En revanche, pour le maillage le plus fin nR = 64, le profil de vitesse
tangentielle est tre`s proche du profil the´orique attendu, avec une erreur sur la
vitesse d’ascension finale de moins de 0.5%. Nous allons maintenant pouvoir
simuler des cas plus complexes en connaissant les contraintes requises en terme
de maillage.
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Figure 2.8: E´volution de la vitesse d’ascension d’une goutte soumise a`
un gradient de tension de surface uniforme et vertical. Comparaison a`
la vitesse the´orique de Young et al. (1959) [83] pour Reasc = 0.08. Bleu,
nR = 16. Rouge, nR = 32. Vert, nR = 64.
Figure 2.9: Profils de la vitesse tangentielle d’une goutte soumise a` un
gradient de tension de surface uniforme et vertical au re´gime permanent.
Comparaison au profil the´orique de Hadamard et Rybczynski (1911)
[24, 60]. Bleu, nR = 16. Rouge, nR = 32. Vert, nR = 64.
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Chapitre 3
Influence de l’effet
Marangoni sur la
dynamique des gouttes
Dans ce chapitre nous nous inte´ressons a` l’influence de l’effet Marangoni
sur la dynamique des interfaces. Pour caracte´riser cette dernie`re, nous e´tudions
l’e´volution des e´chelles de temps des oscillations de forme, qui sont d’une grande
importance par exemple dans l’e´tude de la de´formation et de la rupture des
gouttes dans des e´coulements turbulents, comme il a e´te´ mentionne´ dans le
chapitre 1. Les e´chelles de temps, a` savoir pulsation ω2 et coefficient d’amortis-
sement β2, ainsi que l’e´volution des profils de concentration surfacique peuvent
eˆtre pre´vues pour des oscillations a` faible ampitude graˆce a` l’e´tude analytique
de Lu & Apfel (1991) [43]. Or pour des gouttes en de´placement dans un fluide,
les tensioactifs subissent une advection dans la direction oppose´e a` celle de la
goutte, entraˆınant des modifications importantes des profils de concentration
surfacique, et donc un fort effet Marangoni. Nous pourrions alors penser que cet
effet important aurait des conse´quences sur les e´chelles de temps d’oscillation.
Pourtant, une e´tude expe´rimentale de Abi Chebel & al. (2012) [2] a mis en
e´vidence la possibilite´ pour une goutte en ascension d’atteindre la vitesse finale
d’une particule solide tout en oscillant comme une goutte propre.
Pour tenter d’expliquer ce phe´nome`ne, nous commencerons par nous inte´resser
a` l’influence de l’effet Marangoni sur une goutte en ascension, que nous e´tudierons
de manie`re quantitative a` l’aide des profils de concentration surfacique. Ensuite,
nous ferons de meˆme pour une goutte subissant des oscillations de forme dans un
fluide au repos et en l’absence de pesanteur. Enfin, nous e´tudierons le couplage
entre les oscillations et l’ascension dans le cas d’une goutte subissant a` la fois
des oscillations de forme et un mouvement d’ascension cause´ par la force de
flottabilite´.
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Les simulations seront toujours effectue´es avec une goutte d’heptane dans de
l’eau. Les proprie´te´s de ces fluides ainsi que la tension interfaciale sont donne´es
dans la table 3.1.
ρ (kg/m3) µ (mPa.s) σc (N/m)
Eau 1000 1.0
0.049
Heptane 684 0.4
Table 3.1: Proprie´te´s physiques de l’heptane et de l’eau.
Deux nombres adimensionels peuvent en eˆtre de´duits pour caracte´riser les
proprie´te´s des fluides, qui seront donc constants dans toute cette partie, les
rapports de densite´s et de viscosite´s :
ρ̂ =
ρo
ρi
= 1.46, (3.1)
µ̂ =
µo
µi
= 2.5. (3.2)
Les indices i et o font respectivement re´fe´rence a` l’heptane et a` l’eau. Dans ce
chapitre, on conside`re des tensioactifs insolubles. Il n’y a donc pas de re´solution
d’e´quation de transport des tensioactifs dans les fluides ni d’adsoption/de´sorption.
Les e´quations re´solues pour les tensioactifs sont l’e´quation de transport a` l’in-
terface 2.27, l’e´quation line´aire de Henry 2.24, puis les me´thodes d’extension et
de prise en compte du saut des contraintes tangentielles, qui ne contient dans
ce chapitre que l’effet Marangoni. On appellera la concentration surfacique en
tensioactifs initiale a` l’interface Γini, ainsi que la valeur de la tension de surface
initiale σini = σc − RGTΓini. Elles sont toute deux uniformes a` l’interface a`
l’instant initial.
Le premier cas conside´re´ sera celui de l’ascension d’une goutte propre ou
en pre´sence de tensioactifs, mais toujours en l’absence d’oscillations de forme.
Afin de simuler l’ascension d’une goutte sphe´rique de rayon R, la pesanteur
correspondra a` la gravite´ terrestre. Les tensioactifs, sous l’effet de l’e´coulement,
sont transporte´s par advection vers l’arrie`re de la goutte ; on observe alors une
augmentation du coefficient de traˆıne´e et une re´duction de la vitesse d’ascension
V∞. Le nombre de Reynolds d’ascension de´finira le rapport des forces inertielles
et visqueuses :
Reasc =
2ρoRV∞
µo
. (3.3)
Il variera entre environ 120 pour une goutte propre a` 70 pour une goutte fortement
contamine´e. Le nombre de Weber, We = 2ρoV
2
∞R
σc
restera faible, ce qui permet
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d’assurer que la goutte reste quasiment sphe´rique. L’effet des tensioactifs sera
quantifie´ par le nombre de Marangoni, comparant les forces de Marangoni et
visqueuses :
Ma =
RgTΓini
µoV∞
, (3.4)
ou` Γini est la concentration surfacique en tensioactifs a` l’instant initial quand
celle-ci est uniforme sur toute l’interface.
Le second cas conside´re´ sera celui des oscillations de forme de la goutte,
ge´ne´re´es par une de´formation initiale de faible amplitude. L’e´tude sera mene´e
en l’absence de mouvement d’ascension. Pour faire osciller la goutte, la forme
initiale sera une perturbation de la forme sphe´rique par ajout d’une harmonique
sphe´rique axisyme´trique d’ordre 2 d’amplitude a2(t = 0). Des oscillations libres
en de´couleront qui permettront de calculer le coefficient d’amortissement et la
fre´quence d’oscillation par post-traitement de la forme de l’interface. Le Reynolds
d’oscillation,
Reosc =
√
ρoσiniR
µo
, (3.5)
sera choisi constant e´gal a` 168 dans toutes les simulations de cette partie. On
de´finira l’effet des tensioactifs par le nombre d’e´lasticite´, qui compare les forces
de Marangoni et de tension de surface :
Es =
RgTΓini
σini
. (3.6)
Le troisie`me cas conside´re´ sera celui de l’ascension d’une goutte subissant
simultane´ment des oscillations de forme. Ce cas est de´fini par les parame`tres
adimensionnels ρ̂, µ̂, Reosc, Reasc et Ma. Le nombre de Weber reste faible pour
que la goutte oscille autour de la forme sphe´rique.
Dans la premie`re section, nous nous concentrerons sur le seul effet de la
gravite´ en prenant g = 9.81 m.s−2 et a2(t = 0) = 0. Dans la seconde section,
nous choisirons g = 0 pour s’assurer que la goutte reste immobile, sans modifier
les proprie´te´s des fluides et a2(t = 0) 6= 0. Enfin, dans la troisie`me section,
oscillations et translation de la goutte seront e´tudie´s en posant g = 9.81 m.s−2
et a2(t = 0) 6= 0.
3.1 Ascension sans oscillations
Nous commenc¸ons par e´tudier une goutte d’heptane sphe´rique de rayon
R = 0.579 mm recouverte d’une concentration surfacique uniforme de tensioac-
tifs Γini. Le proble`me de´pend de 5 nombres adimensionnels inde´pendants : ρ̂,
µ̂, We, Reasc et Ma. Le nombre de Weber reste faible tel que la goutte reste
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sphe´rique et les de´formations seront donc ignore´es dans la suite. A` l’instant
initial, la tension interfaciale est uniforme et il n’y a pas d’effet Marangoni a`
la surface. Lors de l’ascension, on s’attend a` ce que la pre´sence de tensioactifs
modifie le coefficient de traˆıne´e et la vitesse d’ascension de manie`re importante,
comme cela a de´ja` e´te´ observe´ expe´rimentalement.
Nous allons comparer le cas de gouttes contamine´es a` une goutte propre. Ce
dernier est tre`s difficile a` observer expe´rimentalement car il est difficile d’obtenir
un interface exempte de tout contaminant. Duineveld (1995) [16] a re´ussi a`
observer des bulles propres avec de l’eau ultra-pure, mais jusqu’ici personne n’est
parvenu a` reproduire expe´rimentalement la vitesse d’ascension the´orique d’une
goutte a` l’interface pure pour un syste`me liquide-liquide.
Alors que la goutte effectue son mouvement ascensionnel, l’e´coulement en-
vironnant entraˆıne les tensioactifs vers l’arrie`re de la goutte et l’augmentation
de traˆıne´e observe´e est attribue´e a` l’effet Marangoni correspondant. Cette ex-
plication a e´te´ e´mise pour la premie`re fois par Frumkin & Levich (1947) pour
expliquer que les particules fluides avaient la meˆme vitesse d’ascension qu’une
particule solide. Il existe deux cas de figure possibles en fonction de la quantite´
initiale de tensioactifs. Premie`rement, il peut se cre´er une zone a` l’avant de la
goutte ou` l’interface est totalement de´nue´e de tensioactifs. Toutes les mole´cules
ont alors e´te´ advecte´es vers l’arrie`re, y cre´ant une zone contamine´e. La transition
entre les deux zones est marque´e par un fort gradient de Γ, responsable d’un
effet Marangoni important dans cette re´gion. Dans le deuxie`me cas, la quantite´
de tensioactifs a` l’instant initial est telle que la zone propre n’existe plus. L’effet
Marangoni est alors distribue´ sur toute l’interface de manie`re plus uniforme.
3.1.1 De´tails des simulations
3.1.1.1 Maillage pour les simulations d’une goutte en ascension
Le domaine D sera rectangulaire d’axes (ex, ez) et axisyme´trique suivant l’axe
vertical ez. On appellera ses dimensions suivant les deux directions principales
lx = 6R et lz = 12R. Ces dimensions sont suffisantes pour ne´gliger les effets de
confinement. La goutte est sphe´rique et centre´e sur le point d’origine ayant pour
coordonne´es (0, 0). Les simulations sont faites dans le repe`re de la goutte.
Les conditions aux limites impose´es dans la simulation correspondent a` un
axe de syme´trie en x = 0 et une paroi rigide ou` la vitesse du fluide est nulle en
x = lx. Les limites du domaine en z = 0 et z = lz sont libres, ce qui revient a`
imposer une condition de pression nulle.
La re´solution du transport des tensioactifs ne´cessite d’avantages de mailles,
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du fait de l’apparition de forts gradients a` l’interface, pouvant eˆtre difficiles a`
calculer proprement. Pour assurer suffisamment de mailles autour de l’interface et
dans la zone de l’extension, on utilisera un maillage uniforme dans un rectangle
incluant la demi-goutte de dimensions lx3 × 2lx3 . Ce rectangle contiendra 90× 180
mailles, c’est-a`-dire que la re´solution est de 45 mailles par rayon de la goutte.
En dehors de ce rectangle, les mailles deviennent plus grossie`res au fur et a`
mesure qu’on s’e´loigne de la goutte, avec une augmentation de taille en sinus
hyperbolique. Le maillage est repre´sente´ sur la figure 3.1 a. L’utilisation de ce
maillage non uniforme permet de passer de 270× 540 mailles sur tout le domaine
pour un maillage uniforme, a` 135× 270 pour des mailles variables. L’utilisation
de ce nouveau maillage a permis de gagner beaucoup de temps de calcul, sans
pour autant diminuer la pre´cision du re´sultat.
Figure 3.1: a) Maillage non uniforme utilise´ dans les simulations.
Le maillage est uniforme a` proximite´ de la goutte, dans un carre´ de
dimensions 2R× 4R, ou encore lx3 × lz3 . Hors de cette zone, le reste des
mailles augmentent en sinus hyperbolique. b) Orientation des vecteurs
normal et tangent, ainsi que de l’angle des coordonne´es polaires θ.
3.1.1.2 Post-traitement
Le post-traitement des calculs est effectue´ avec Matlab et Paraview. La vitesse
d’ascension de la goutte peut eˆtre retrouve´e a` chaque instant par inte´gration de
la vitesse sur le volume de la goutte :
vasc =
1
VG
∫
D
v.ezH(φ) dV, (3.7)
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ou` VG =
∫
DH(φ) dV le volume de la goutte, et H est la fonction Heaviside
de´finie par l’e´quation 2.43.
Pour de´terminer la valeur des grandeurs physiques a` l’interface, un algorithme
est utilise´ pour repe´rer l’interface. Par exemple, si φ change de signe entre les
points de coordonne´e i et i+ 1, comme sur la figure 3.2, on de´finit la variable α
telle que :
α =
|φi|
|φi|+ |φi+1| . (3.8)
Ainsi pour une grandeur f de´finie au centre des mailles, on projette sur l’interface
afin d’obtenir fint :
fint = αfi+1 + (1− α)fi. (3.9)
Figure 3.2: Repre´sentation graphique de la grandeur α.
3.1.2 E´volution des profils de concentration
Les simulations ont e´te´ effectue´es pour des nombres de Marangoni allant de
0.01 a` 100, ce qui correspond a` des concentrations surfaciques de l’ordre de 10−10
a` 10−6 mol.m−2.
Nous parlerons de gouttes a` la surface desquelles des tensioactifs sont adsorbe´s.
Les profils the´oriques de concentration surfacique et de vitesses tangentielles a`
l’interface ont e´te´ observe´s nume´riquement par Bel Fdhila & Duineveld (1996)
[4] pour des hauts Re, ainsi que Cuenot et al. (1997) [12] a` Re = 100. Ils ont
ainsi pu mettre en e´vidence nume´riquement l’existence des deux zones, propre
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et contamine´e, a` l’interface. Il apparaˆıt que la zone contamine´e se comporte
pratiquement comme une interface rigide, c’est-a`-dire que la vitesse tangentielle
y est presque nulle.
Lorsqu’on s’inte´resse aux profils de vitesse tangentielle vs sur l’interface
lorsque la goutte a atteint sa vitesse terminale, montre´s par la figure 3.3 a), on
observe pour le cas le moins contamine´ une similarite´ avec la vitesse tangentielle
obtenue sur une goutte propre, du moins a` l’avant de la goutte. Cependant,
on observe aussi une brusque variation, a` partir de laquelle la vitesse tombe
presque a` ze´ro. Il apparaˆıt que la position de cette brusque variation est lie´e a` la
zone contamine´e par les tensioactifs. Pour le cas le plus contamine´, la vitesse
tangentielle est quasiment nulle sur toute l’interface, comme ce serait le cas sur
une goutte rigide. Cette figure permet d’observer l’existence d’un e´coulement
ascendant ge´ne´re´ par l’effet Marangoni. Le profil observe´, en figure 3.3 a), est
alors la combinaison de l’e´coulement descendant lie´ au mouvement d’ascension,
et l’e´coulement ascendant ge´ne´re´ par l’effet Marangoni, qui compense le premier
dans la zone contamine´e et cre´e une zone de vitesse quasiment nulle a` l’interface
et dans le domaine.
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Figure 3.3: E´volution des profils de (a) vitesse tangentielle, (b) de
concentration surfacique et (c) de gradient de concentration surfacique.
Ligne continue, Goutte propre. Bleu : Ma = 0.2. Rouge : Ma = 2.
Vert : Ma = 4. Rose : Ma = 10.
La figure 3.3 b) montre l’e´volution des profils de concentration surfacique en
fonction du nombre de Marangoni pour 4 cas : Ma = 0.2, 2, 4 et 10. Dans les trois
premiers cas, une zone tre`s nette sans tensioactifs apparaˆıt. Le lieu de se´paration
entre les deux zones de´finit l’angle θ = θcap, l’orientation de l’angle θ e´tant de´finie
sur la figure 3.1 b. Lorsqu’on tend vers une goutte propre, θcap → π. Quand on
tend vers une goutte entie`rement contamine´e, θcap → 0. Dans ces deux cas limites,
θcap n’est pas de´fini. Par exemple, pour Ma = 10, la goutte est entie`rement
contamine´e et il n’existe pas de zone propre. Les profils subissent une le´ge`re
de´croissance vers l’arrie`re de la goutte. Ceci est duˆ a` de le´ge`res recirculations
existant dans la goutte et dans son sillage. Bel Fdilha & Duineveld (1996) [4] et
Cuenot & Magnaudet (1997) [12] ont fait la meˆme observation avec des me´thodes
nume´riques diffe´rentes et des tensioactifs solubles. Leurs me´thodes incluent donc
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Figure 3.4: Comparaison des profils de concentration surfacique de la
me´thode pre´sente (bleu), de Bel Fdhila & Duineveld (1996) [4] (rouge),
et de Cuenot & Magnaudet (1997) [12] (noir).
la re´solution d’une e´quation de transport de tensioactifs dans les fluides et une
e´quation d’adsorption/de´sorption. Les profils qu’ils obtiennent sont compare´s a`
celui du cas Ma = 2 dans la figure 3.4. La diffe´rence d’amplitude provient de
l’e´quation d’e´tat de Langmuir utilise´e par Bel Fdilha & Duineveld et Cuenot &
Magnaudet, de la concentration maximale Γ∞ des tensioactifs conside´re´s dans
leurs simulations et de la quantite´ initiale de tensioactifs Γini.
La figure 3.3 c) permet de visualiser l’e´volution de l’intensite´ de l’effet
Marangoni a` l’interface, en repre´sentant la variable sans dimension Ma∗(θ) =
RGT
µoV∞
∂Γ
∂θ . Dans les trois cas ou` θcap est de´fini, Ma
∗ est nul dans la zone propre,
et posse`de un maximum local en θcap. Dans le dernier cas, Ma = 10, l’effet
Marangoni est mieux re´parti sur toute l’interface.
3.1.3 Effet Marangoni sur la vitesse d’ascension et la dis-
sipation visqueuse
Connaissant l’angle de contamination θcap, Sadhal & Johnson (1983) [62]
donnent le coefficient de traˆıne´e de la goutte partiellement contamine´e dans le
re´gime de Stokes :
C∗d =
Ccontd − CPropred
CRigided − CPropred
=
1
2π
[
2θcap + sin(θcap)− sin(2θcap)− 1
3
sin(3θcap)
]
.
(3.10)
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CRigided peut eˆtre de´termine´ par la corre´lation de Schiller & Naumann (1933) [63],
valable pour de nombres de Reynolds allant jusqu’a` 800 :
CRigided =
24
Reasc
(
1 + 0.15Re0.687asc
)
. (3.11)
En pre´sence d’une particule fluide, CPropred doit eˆtre estime´ a` l’aide de la traˆıne´e
d’une bulle Cbulled , de C
Rigide
d et du rapport des viscosite´s :
CPropred =
µ̂CBulled + C
Rigide
d
1 + µ̂
. (3.12)
Cette estimation provient de Ryvkind & Ryskin (1976) [61] et est valable pour
les nombres de Reynolds infe´rieurs a` 200. Enfin, le coefficient de traˆıne´e de la
bulle est estime´ a` l’aide de la corre´lation de Mei & al. (1994) [45] pour tout
Reasc :
CBulled =
16
Re
1 + 1
2
(
16
Reasc
+ 1 +
3.315√
Reasc
)−1 . (3.13)
Toutes ces corre´lations nous permettent de tracer l’e´volution the´orique du co-
efficient de traˆıne´e en fonction de l’angle de contamination pour notre goutte,
a` la diffe´rence pre`s que la relation 3.10 est valable dans le re´gime de Stokes.
En calculant le coefficient de traˆıne´e de la goutte partiellement contamine´e
directement a` partir de la dissipation visqueuse :
CContd = −
2Ψ
πR2ρoV 3∞
, (3.14)
on peut tracer la figure 3.5, qui compare le C∗d the´orique a` celui calcule´ par nos
simulations puis a` celui de Cuenot & Magnaudet (1997) [12], qui ont e´tudie´ une
goutte inde´formable et des tensioactifs solubles a` Reasc = 100. Il apparaˆıt une
nette ressemblance entre la courbe the´orique et les deux simulations. Celles-ci
e´tant effectue´es a` des Reynolds plus proches et hors des conditions de Stokes, on
peut remarquer une plus grande proximite´ entre les deux re´sultats nume´riques.
Lorsque la goutte n’est pas en pre´sence de tensioactifs, elle a bien le comportement
d’une goutte propre. Au fur et a` mesure qu’on rajoute des tensioactifs, et que
la zone rigide s’e´tend, le coefficient de traˆıne´e augmente jusqu’a` atteindre celui
d’une sphe`re rigide.
Ces observations sont concordantes avec l’e´volution de la vitesse d’ascension
finale en fonction du nombre de Marangoni, repre´sente´e dans la figure 3.6.a.
Lorsque le nombre de Marangoni est nul, la vitesse d’ascension est celle d’une
goutte propre. Lorsqu’il augmente, la vitesse diminue en meˆme temps que θcap,
repre´sente´ en figure 3.6.b. La vitesse d’ascension diminue jusqu’a` atteindre la
vitesse d’une particule solide. Cependant, on observe que V∞ atteint la vitesse
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Figure 3.5: C∗d en fonction de θcap. Ligne, solution the´orique a` bas
Reynolds de Sadhal & Johnson (1983) [62]. Rouge, simulations a` Reasc =
100 de Cuenot & Magnaudet (1997) [12]. Bleu, simulations par me´thodes
Level Set et GFM a` Reasc ∼ O(100).
de la particule solide alors que θcap n’est pas encore nul. Autrement dit, il n’y
pas besoin de rigidifier inte´gralement l’interface pour observer un comportement
de particule solide lors de l’ascension.
On peut aussi s’inte´resser a` l’e´volution de l’intensite´ de l’effet Marangoni sur
l’interface, mesure´ par le maximum du gradient de concentration normalise´ :
Ma∗ =
RGT
µV∞
max
θ
(
∂Γ
∂θ
). (3.15)
Celui-ci est repre´sente´ sur la figure 3.6.c. Pour Ma = 0, l’effet Marangoni est
absent. Alors que Ma augmente, l’effet Marangoni augmente sur l’interface,
jusqu’a` ce que l’on atteigne Ma = 2. A` partir de cette valeur, Ma∗ se met a`
de´croitre pour Ma > 2. Ce phe´nome`ne provient du fait que l’effet Marangoni
n’existe que pour re´pondre a` l’e´coulement environnant. Ce dernier ge´ne`re en effet
un gradient de concentration surfacique. En re´ponse, un e´coulement ascendant
(toujours dans le repe`re de la goutte) se cre´e a` l’interface pour tenter d’uniformiser
la tension de surface. Par conse´quent, l’effet Marangoni ne pouvant eˆtre plus fort
que le phe´nome`ne qui lui donne naissance, il va naturellement e´voluer comme lui
pour le compenser. La donne´e physique qui nous inte´resse est donc la valeur de
la vitesse tangentielle atteinte sur l’interface, en θcap(Ma) sur la goutte propre.
C’est cette vitesse que l’effet Marangoni doit contrer pour annuler la vitesse et
stopper l’advection des tensioactifs. Autrement dit, on explique l’e´volution de
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Ma∗, de´fini en θ = θcap par l’e´volution de valeur locale de la vitesse sur l’interface
de la goutte propre en θ = θcap, dont on visualise l’e´volution sur la figure 3.3.
Cette explication concorde parfaitement avec l’observation que Ma∗ de´croˆıt a`
partir de Ma = 2. En effet pour cette valeur, θcap = π/2, ce qui correspond
a` l’angle pour lequel la vitesse tangentielle sur la goutte propre (figure 3.3.a)
connaˆıt un maximum local. Au dela`, θcap augmente, v
propre
θ (θ = θcap) diminue, et
donc Ma∗(θ = θcap) s’adapte en diminuant aussi.
Figure 3.6: De bas en haut, e´volution de la vitesse d’ascension, de
l’angle de contamination et de Ma∗ en fonction du nombre de Maran-
goni.
Sur la figure 3.7, le champ de vitesse et le champ de dissipation volumique
peuvent eˆtre observe´s pour les cas Ma = 0 et Ma = 4 . Dans le cas propre,
la dissipation visqueuse est maximale au lieu d’annulation de la vitesse sur le
front de la goutte. Il existe aussi de la dissipation visible a` l’inte´rieur de la
goutte. Dans toute la zone rigidifie´e du cas Ma = 4, le champ de vitesse est
tre`s faible, que ce soit a` l’inte´rieur comme a` l’exte´rieur de la goutte. On observe
d’ailleurs que la vitesse dans toute la goutte est nettement plus faible dans le cas
contamine´, comme on s’y attendrait pour une particule dont l’interface est rigide.
76
(a) Ma = 0 (b) Ma = 4
Figure 3.7: Champ de vitesse dans le repe`re de la goutte et champ
de dissipation volumique (W.m−3) pour une interface propre et une
interface contamine´e. Dans le cas contamine´, on montre l’angle θcap.
Cependant a` cause de l’effet Marangoni, on observe dans ce cas un deuxie`me
lieu d’annulation de la vitesse ou` la dissipation est importante, situe´ en θ = θcap.
La dissipation a` l’inte´rieur de la goutte est faible car la norme de la vitesse et la
viscosite´ sont plus petites qu’a` l’exte´rieur.
3.2 Oscillations sans ascension
Nous e´tudions maintenant les oscillations d’une goutte a` la suite d’une
perturbation de forme initiale en l’absence de pesanteur. Le proble`me de´pend des
5 parame`tres adimensionnels inde´pendants suivant : ρ̂, µ̂, Reosc, Es et a2(t = 0).
L’amplitude de la de´formation est tre`s petite par rapport au rayon de la goutte,
pour que les oscillations restent dans le domaine line´aire et donc que les re´sultats
ne de´pendent pas de a2(t = 0). Les oscillations libres de bulles et de gouttes
ont de´ja` e´te´ e´tudie´es dans la litte´rature pour des oscillations a` faible amplitude,
comme cela a de´ja` e´te´ rappele´ dans la partie 1.2. Cependant, les oscillations libres
de gouttes en pre´sence de tensioactifs n’ont pas e´te´ e´tudie´es nume´riquement. Les
simulations de cette partie permettront donc de comparer les e´chelles de temps
des oscillations simule´es a` celles pre´dites par la the´orie de Lu & Apfel (1991) [43].
Nous comparerons aussi les profils de concentration surfacique, et nous pourrons
visualiser l’influence de l’effet Marangoni sur la dissipation visqueuse dans les
phases liquides.
Le maillage utilise´ dans ce chapitre est similaire a` celui du chapitre pre´ce´dent.
Cependant, le domaine est de dimension lx = 2lz et lx = 6R.
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3.2.1 Suivi de la forme de l’interface
Dans toute cette the`se, l’e´tude a porte´ sur le mode 2 des harmoniques
sphe´riques uniquement. La forme de la gouttes s’exprime donc comme de´crit
dans la section 1.2.1 :
r(θ, t) = R + (1 + a2(t)P2(cos θ)) , (3.16)
P2(cos θ) =
1
2
(3 cos2 θ − 1). (3.17)
L’amplitude initiale a2(t = 0) = 0.1 est suffisamment faible pour que les oscilla-
tions restent dans le domaine line´aire et qu’il n’y ait pas de couplage avec les
modes plus e´leve´s. Dans ces conditions, on pourra comparer les re´sultats des
simulations a` la the´orie de Lu & Apfel [43].
Dans le cadre d’oscillations libres impliquant le seul mode L = 2, a2(t) e´volue
de manie`re sinuso¨ıdale amortie. Il est alors facile d’en extraire ω2 et β2. La figure
3.8 donne un exemple de l’e´volution sinuso¨ıdale amortie de l’amplitude a2(t).
Les valeurs de ω2 et β2 sont obtenues par ajustement de l’expression analytique
suivante :
a2(t) = a2(t = 0)e
−β2tcos(ω2t). (3.18)
Figure 3.8: E´volution de a2(t) dans le temps pour l’oscillation libre
d’une goutte d’heptane dans de l’eau avec Es = 0.6 et Reosc = 168. x,
simulations. Lignes continues, re´gression par l’expression analytique
3.18. En rouge, enveloppe exponentielle a2(t = 0)e
−β2t.
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3.2.2 Influence de Es sur ω2 et β2
L’analyse de Lu & Apfel (1991) [43] permet de pre´voir ω2 et β2 en connaissant
ρ̂, µ̂, Reosc, et Es. Ils utilisent aussi les coefficients d’adsorption-de´sorption λ,
et les viscosite´s de surface adimensionnelles de dilatation et de cisaillement,
respectivement βd et βs. La discussion de ces parame`tres a eu lieu dans le
chapitre 1 et sera reprise dans les chapitres 4 et 5. Dans ces simulations, les
tensioactifs sont conside´re´s comme insolubles et l’interface non visqueuse. C’est-
a`-dire que : βd = βs = λ = 0. Les simulations sont toujours effectue´es avec une
goutte d’heptane dans de l’eau. Les valeurs des 4 parame`tres adimensionnels
sont donne´s dans la table 3.2.
ρ̂ µ̂ Reosc Es
1.46 2.5 168 0-1
Table 3.2: Valeurs des parame`tres adimensionnels des simulations
d’oscillations de formes.
La figure 3.9 repre´sente les valeurs de ω2 et β2 obtenues par les simulations
compare´es aux valeurs the´orique de Lu & Apfel [43], pour diffe´rentes valeurs de
Es. L’e´volution des deux grandeurs suit bien celle donne´e par la the´orie dans
l’intervalle choisi. Pour des valeurs supe´rieures de Es, un plateau est atteint et ω2
et β2 ne varient plus. La pulsation garde sensiblement la meˆme valeur pour tous
les Es. L’effet Marangoni n’a pas un effet important sur elle. L’erreur nume´rique
sur la pulsation est faible et de l’ordre de 1 % maximum. En revanche, β2 subit de
fortes variations a` cause de l’effet Marangoni, pour atteindre en Es = 0.1 environ
2.5 fois la valeur pour une goutte propre, avant de de´croˆıtre a` nouveau pour
atteindre un plateau a` une valeur de l’ordre de 1.5 fois la valeur correspondant
a` une interface propre. L’erreur nume´rique atteint environ 10 % dans le cas de
l’amortissement maximum, mais reste raisonnable, infe´rieure a` 5 % sur les autres
valeurs de Es.
Dans cette configurations, les simulations ne´cessitent la re´solution des e´quations
de Navier-Stokes, couple´es aux e´quations de transport des tensioactifs et de la
prise en compte de l’effet Marangoni. La comparaison de ces re´sultats a` la the´orie
de Lu & Apfel [43] constitue a` nouveau une validation solide de notre code de
calcul, en plus de tous les cas tests nume´riques pre´sente´s au chapitre 2.
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Figure 3.9: E´volution de la pulsation ω2 (gauche) et du coefficient
d’amortissement β2 (droite), normalise´s par la valeur du cas propre
(Es = 0).
3.2.3 Profils de concentration surfacique
La figure 3.10 montre l’e´volution des profils de concentration surfacique et
de leurs gradients pour les instants : t = 4T2, 4.25T2, 4.5T2, 4.75T2, pour 3
valeurs d’e´lasticite´ de surface : Es = 0.0025, 0.1, 1. On choisit d’e´tudier a` partir
de la quatrie`me oscillation, car lors des 2 premie`res pe´riodes, on observe un
re´gime transitoire pendant lequel les profils sont irre´guliers. Ce re´gime a pour
origine la condition initiale non sphe´rique de la goutte. En effet, a` l’e´quilibre,
la goutte est sphe´rique et son profil de tensioactifs est uniforme. Or a` l’instant
initial, le profil est bien uniforme mais la goutte n’est pas sphe´rique. Il faut
alors attendre 2 oscillations pour que le syste`me devienne pseudo-pe´riodiques.
On a ve´rifie´ que si l’effet Marangoni n’est pas active´ dans la simulation, alors
les profils ne s’uniformisent jamais, et il existe toujours des gradients de Γ a`
l’interface a` l’e´quilibre. A` partir de la quatrie`me oscillation, les profils observe´s
sont bien pe´riodiques. L’intensite´ de l’effet Marangoni sera repre´sente´ par le
nombre adimensionnel :
ElocG =
RGT
σ0
∂Γ
∂θ
, (3.19)
qui repre´sente l’e´lasticite´ de Gibbs locale. La figure 3.10 montre que l’effet Ma-
rangoni est tre`s faible pour le cas a` faible e´lasticite´ de surface Es = 0.0025.
C’est-a`-dire que meˆme si on observe des variations importantes sur le profil de Γ,
celles-ci n’ont aucun effet sur les oscillations. Pour les cas les plus contamine´s,
l’effet Marangoni est le plus fort pour le cas Es = 0.1, ce qui e´tait attendu car
c’est le cas au plus fort taux d’amortissement.
Pour la plus faible valeur de Es, on note aussi que le profil de Γ semble
montrer des variations qui ne peuvent eˆtre de´crites par le mode 2 dans la base
des harmoniques sphe´riques. Des variations de faible amplitude provenant de
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modes d’ordres plus e´leve´s semblent apparaˆıtre sur le profil de Γ, probablement
lie´es a` des courants parasites de faible amplitude dans la simulation, qui bien
que faibles et sans incidence sur la dynamique globale, sont visibles dans ce
cas ou` l’effet Marangoni est d’amplitude tre`s faible. Dans les autres cas, la
vitesse tangentielle ge´ne´re´e par Marangoni est nettement plus importante que
l’amplitude de ces courants parasites, ces derniers ne perturbent pas les re´sultats
de la simulation.
Figure 3.10: Profils de ElocG en haut et de concentration surfacique
en bas pour 3 valeurs de Es avec Reosc = 168. Bleu, ligne pleine,
Es = 0.0025. Rouge, tirets, Es = 0.1. Vert, tirets et pointille´s, Es = 1.
La variable ElocG posse`de des maxima locaux en θ = π/4, 3π/4. La valeur
absolue du maximum local de l’e´lasticite´ de Gibbs a` chaque instant est appele´e
EmaxG et est trace´e sur la figure 3.11. Son e´volution dans le temps permet de voir
le re´gime transitoire lors des premie`res oscillations, durant lequel l’e´coulement
s’adapte a` la condition initiale impose´e qui n’est pas l’e´tat naturel du syste`me,
car le profil de tensioactifs n’est normalement pas uniforme lorsque l’e´nergie
de de´formation est maximale. A` partir de la quatrie`me pe´riode, E∗max e´volue
comme une sinuso¨ıde amortie, dont le coefficient d’amortissement est β2. Tracer
l’enveloppe qui re´git l’amortissement :
EmaxG ∼ EmaxG (t = 0)e−β2t, (3.20)
permet d’extrapoler la valeur du premier maximum qui devrait exister en t = 0.
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Figure 3.11: Variations EmaxG pour Reosc = 168 et Es = 0.04. L’enve-
loppe exponentielle de´croˆıt suivant le coefficient d’amortissement β2
et est trace´e pour envelopper correctement la courbe passe´ le re´gime
transitoire, ce qui permet d’extrapoler EmaxG en (t = 0).
Cette valeur permet de mesurer l’importance de l’effet Marangoni et la comparer
de manie`re pertinente entre les diffe´rents cas. Il apparaˆıt qu’elle suit l’enveloppe
des maxima de β2, ce qui met en e´vidence la relation entre l’e´volution temporelle
des profils de concentration et le coefficient d’amortissement des diffe´rents cas.
3.2.4 Dissipation visqueuse dans les phases continues
Pour s’inte´resser a` la dissipation visqueuse, on va calculer dans tout le domaine
la dissipation volumique :
ψ(x) = 2µ ǫ : ǫ, (3.21)
puis on inte`gre cette variable sur le domaine pour en de´duire la dissipation
visqueuse totale a` un instant t :
Ψ =
∫
D
ψ(x) dV. (3.22)
La dissipation est relie´e a` l’e´nergie totale F , somme de l’e´nergie de surface et de
l’e´nergie cine´tique dans les fluides, par l’e´quation :
dF
dt
= −2β2F = − < Ψ >, (3.23)
ou` le symbole < . > repre´sente la valeur moyenne´e sur une pe´riode d’oscillation.
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Les champs de dissipation sont repre´sente´s sur la figure 3.13. Ils sont trace´s
pour 4 valeurs de Es : 0, 0.04, 0.1, 1. La premie`re image est donc une goutte
propre. La dissipation se concentre principalement en deux re´gions : d’une part
pre`s des poˆles ou` l’e´coulement est principalement potentiel mais ou` l’amplitude
des de´placements est importante et, d’autre part, autour de θ = π/4 ou 3π/4
ou` la vorticite´ est importante a` cause du de´veloppement des couches limites
visqueuses. On notera δ l’e´paisseur de la couche limite. Elle semble ne pas varier
quand Es e´volue. Cependant, on observe clairement un de´placement de la couche
limite depuis l’inte´rieur de la goutte vers l’exte´rieur, lorsque l’on augmente la
quantite´ de tensioactifs. L’e´coulement a` l’inte´rieur de la goutte tend donc vers un
e´coulement potentiel lorsque Es est important. La dissipation visqueuse a alors
lieu a` l’exte´rieur de la goutte en grande majorite´. La viscosite´ du fluide externe
e´tant plus grande que la viscosite´ interne, il est attendu que la dissipation totale
augmente lorsque la vorticite´ se de´place vers l’exte´rieur.
Pour mieux visualiser l’e´volution de la dissipation, on va introduire les pa-
rame`tres Ψint =
∫
D ψ(x)H(φ) dV et Ψext =
∫
D ψ(x)(1 − H(φ)) dV . Ils sont
repre´sente´s sur la figure 3.14. On constate que l’e´volution de la dissipation
totale dans les liquides se superpose avec celle du coefficient d’amortissement et
que la dissipation a` l’exte´rieur de la goutte domine pour les grandes valeurs de Es.
3.2.5 Lien entre amortissement et effet Marangoni
On peut e´crire une expression approche´e de la dissipation dans les couches
limites visqueuses :
ΨCL ∼ ψCLVCL, (3.24)
ou` ψCL ∼ µω
2
2R
2
δ2 . VCL ∼ πR2δ est le volume de la couche limite. La contrainte
Marangoni peut eˆtre e´value´e par :
∇sσ = RGT∇sΓ ∼ µω2R
δ
(3.25)
En combinant les deux e´quations pre´ce´dentes, on peut e´crire :
ΨCL ∼ RgTω2R3∇sΓ (3.26)
Ainsi exprime´e la dissipation ne de´pend pas explicitement de l’e´paisseur de la
couche limite. Ceci explique que la dissipation peut varier significativement alors
que l’e´paisseur de la couche limite semble rester la meˆme. On peut e´crire une
approximation de l’e´nergie totale du syste`me comme :
F ∼ ω22a22ρR3. (3.27)
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Figure 3.12: Variations de la valeur de EmaxG extrapole´e en t = 0
normalise´e comme dans l’e´quation 3.28 en fonction de Es. Reosc = 168.
En combinant les e´quations 3.23, 3.26, 3.27, on peut e´crire :
β2
βpropre2
∝ RGTE
max
G (t = 0)
ρω2R3a2(t = 0)β
propre
2
(3.28)
Cette expression est repre´sente´e dans la figure 3.12 et donne un re´sultat similaire
a` la dissipation totale calcule´e a` partir de la simulation. Ceci montre que la dissi-
pation totale, comme le taux d’amortissement des oscillations sont proportionnels
au maximum du gradient de la concentration surfacique.
Figure 3.13: Champs de dissipation volumique et de vitesse a` l’instant
t = 2T2 + T2/4 lorsque la goutte est sphe´rique. De gauche a` droite et
de haut en bas : Es = 0, 0.04, 0.1, 1.
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Figure 3.14: Dissipation a` l’inte´rieur (bleu), a` l’exte´rieur (rouge) de
la goutte et dissipation totale dans le domaine (vert), normalise´es par
l’e´nergie me´canique totale du syste`me et le coefficient d’amortissement
d’une goutte propre, en fonction de Es. En pointille´s noirs, β2/β
propre
2 .
Instant t = 4T2 + T2/4 lorsque la goutte est sphe´rique.
3.3 Couplage de l’ascension et des oscillations
de forme
On aborde maintenant le cas des oscillations d’une goutte en ascension sous
l’effet de la pesanteur. L’e´tude de la pre´sence de tensioactifs a` la surface d’une
goutte en ascension a permis de mettre en e´vidence l’existence de tre`s forts
gradients de concentration a` l’interface. Il est donc question de s’interroger sur
l’influence de ces gradients sur les oscillations. L’e´tat initial e´tant semblable a`
celui de l’e´tude des oscillations en l’absence de gravite´ de la section 3.2, on ne
conside´rera toujours pas l’effet de l’amplitude de la de´formation initiale et le
proble`me de´pend donc de cinq nombres adimensionnels inde´pendants. On pourra
choisir par exemple : ρ̂, µ̂, Reosc, Es, et Ma.
Le maillage utilise´ est le meˆme que celui utilise´ dans la section 3.2, dont nous
avons montre´ qu’il e´tait suffisamment grand pour e´viter les effets de confinements.
3.3.1 Post-traitement de la forme : Calcul de ω2 et β2
pour une goutte en ascension
Le post-traitement se fait comme pour le chapitre pre´ce´dent, par de´composition
de la forme en harmoniques sphe´riques, puis par l’e´tude de la fonction a2(t). Ce-
pendant, sous l’effet de la gravite´, la goutte peut eˆtre le´ge`rement de´forme´e, meˆme
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malgre´ le faible nombre de Weber. Par exemple, pour Reasc = 70 la de´formation
due a` l’ascension se traduit par un mode 2 des harmoniques sphe´riques d’ampli-
tude amoy2 = 0.004. Pour cette raison, on retranche la forme moyenne autour de
laquelle la goutte oscille a` tout instant en calculant :
amoy2 (t) = a2(t)−
1
T2
∫ t+T2/2
t−T2/2
a2(t
′) dt′, (3.29)
l’amplitude associe´e a` la forme moyenne correspondant a` la moyenne de l’ampli-
tude a` l’instant t.
3.3.2 Influence des oscillations sur la vitesse d’ascension :
effet de masse ajoute´e
Une fois les oscillations amorties, le re´gime permanent atteint sera le meˆme que
dans le cas d’ascension seule. Cependant, les oscillations de la goutte engendrent
une variation de la vitesse Cette observation est en accord avec les simulations
nume´riques de Lalanne & al. (2013) [35]. La force de masse ajoute´e s’exprime
ainsi pour une goutte se de´plac¸ant a` la vitesse Vasc(t) :
FMA = ρo
4πR3
3
CM
dVasc
dt
, (3.30)
ou` CM est le coefficient de masse ajoute´e. Pour un ellipso¨ıde, il de´pend uniquement
du rapport de forme χ, rapport d’un des demi-axes du plan horizontal de
l’ellipso¨ıde par le demi-axe vertical :
CM =
f(ζ)
2− f(ζ) , (3.31)
ou` la fonction f s’exprime a` l’aide de ζ = (χ2 − 1)−1/2, comme :
f(χ) =
 2(ζ
2 + 1)(1− ζcotan−1ζ) si χ < 1 (Forme allonge´e)
(ζ2 + 1)ζcotan−1ζ − ζ2 si χ > 1 (Forme applatie) (3.32)
Le caracte`re oscillatoire de cette force va cre´er des oscillations de Vasc de
pulsation ω2, qui sont visibles dans la figure 3.15. Le nombre de Reynolds oscille
le´ge`rement autour de la courbe obtenue pour une ascension seule. Une fois les
oscillations amorties, les deux courbes se superposent.
3.3.3 Effet de l’ascension sur les oscillations
3.3.3.1 Cas de re´fe´rence : goutte oscillante en ascension sans tensio-
actifs
Lalanne & al. (2013) [35] ont pu mettre en e´vidence un couplage entre
ascension et oscillations de forme. Ils ont observe´ un e´cart entre la pulsation
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Figure 3.15: Evolution du Reynolds d’ascension d’une goutte d’heptane
sphe´rique subissant des oscillations de forme en pre´sence de tensioactifs,
Ma = 2 et Es = 0.0025.
et le coefficient d’amortissement par rapport aux valeurs obtenues en l’absence
d’ascension d’autant plus grand que le nombre de Weber augmentait, pour des
nombres de Reynolds d’oscillation dans la plage de 50 a` 200. Ils ont trouve´ que
l’e´cart entre les e´chelles caracte´ristiques des oscillations avec et sans ascension
pouvait eˆtre de´crit par les expressions suivantes :
ω2
ωth2
= −0.0112We(t)2 − 0.0218We(t) + 1 (3.33)
β2
βth2
= 0.0887We(t)2 + 0.1710We(t) + 1 (3.34)
Dans nos simulations, Reosc = 168 et se situe dans l’intervalle ou` ces expres-
sions sont valides. Pour de faibles valeurs de We, qui ne de´passe jamais 0.1 dans
notre cas, on peut donc utiliser ces mode`les pour estimer l’influence de l’ascension
sur les oscillations sans tensioactifs. Ils permettent de pre´voir un e´cart duˆ a`
l’ascension de l’ordre de 0.27% sur la pulsation, et de 2.1% sur l’amortissement.
Sachant que l’ascension seule n’affectera presque pas les oscillations, ce cas de
figure permet de de´terminer l’effet spe´cifique des tensioactifs sur les oscillations
d’une goutte en ascension.
3.3.3.2 E´volution des profils de concentration
On peut pre´voir que les profils de concentration seront totalement diffe´rents
du cas sans ascension car le profil final de concentration en tensioactifs le long de
l’interface sera identique a` celui trouve´ dans le cas de l’ascension seule lorsque
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les oscillations auront e´te´ amorties.
Pour comparer la vitesse de l’ascension a` celle de l’oscillation, on peut de´finir
les vitesses caracte´ristiques : V∞ pour l’ascension et Vosc = ω2R. On en de´duit le
rapport des temps caracte´ristiques : tosctasc ∝ V∞Vosc ∝ ReascReosc . Ainsi :
— ReascReosc << 1 signifie que l’ascension est tre`s lente par rapport a` l’oscillation,
et donc que les oscillations seront dissipe´es bien avant que la goutte ne
de´marre sont mouvement d’ascension. Ce cas ne pre´sente pas d’inte´reˆt
car il sera alors similaire au chapitre pre´ce´dent.
— ReascReosc >> 1 signifie que l’oscillation est tre`s lente par rapport a` l’ascension,
et que par conse´quent la vitesse d’ascension sera atteinte bien avant que
les oscillations ne soient dissipe´es.
— ReascReosc ∼ 1 signifie que les oscillations et l’ascension se de´rouleront a` des
vitesses similaires.
Dans nos simulations, ReascReosc ≃ 2. On est donc dans la troisie`me situation. On
voit de´ja` sur la figure 3.15 que l’on atteint une vitesse significative avant que les
oscillations aient disparu.
Pour observer la diffe´rence entre les profils de tensioactifs avec et sans
ascension, on conside`re la variable EmaxG (t), qui est trace´e sur la figure 3.16. On
y compare le cas 1 : oscillations de forme, le cas 2 : ascension seules, et le cas
3 : ascension et oscillations. L’intensite´ de l’effet Marangoni du cas 2 est tre`s
similaire a` celui du cas 3 sur les deux premie`res oscillations. La vitesse n’est
pas suffisamment grande pour influencer les profils de tensioactifs et donc les
oscillations. Au dela`, les effets de l’ascension interviennent et commencent a`
influencer les profils de concentration de manie`re importante. La courbe du cas
2 montre la formation du fort gradient de Γ qui se de´veloppe a` la frontie`re entre
les zones propre et contamine´e de l’interface. Le meˆme phe´nome`ne se passe
dans le cas 3. A` partir de la troisie`me oscillation, les courbes des cas 2 et 3 se
rejoignent et sont quasiment confondues. Pourtant les oscillations ont toujours
lieu et restent bien visibles sur la courbe du cas 1.
3.3.3.3 Effets des tensioactifs sur le couplage ascension / oscillation
Lors d’expe´riences mene´es sur des gouttes d’heptane ascendantes et oscil-
lantes dans de l’eau, Abi Chebel & al. (2012) [2] ont observe´ des gouttes montant
a` la vitesse d’une particule solide, mais oscillant avec les e´chelles de temps
ω2 et β2 d’une goutte propre. Sur la figure 3.17, nous avons trace´ l’e´volution
temporelle des maxima de l’amplitude en une e´chelle logarithmique. Ces points
qui appartiennent a` l’enveloppe exponentielle de l’amplitude des oscillations, se
retrouvent donc une droite de coefficient directeur β2. Ils sont trace´s pour les cas
[Es = 0.0025, Ma = 2], [Es = 0.1, Ma = 65] [Es = 1, Ma = 470], et compare´s
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Figure 3.16: Evolution de E∗max(t). Es = 0.0025, Ma = 2. Trois
cas compare´s : pointille´s roses, cas 1 : oscillations de forme seules.
Tirets rouges, cas 2 : ascension seule. Ligne bleue, cas 3 : ascension
accompagne´e d’oscillations de forme.
avec les cas sans ascension. Il apparaˆıt que les courbes sont toutes superpose´es
deux a` deux, signifiant que le mouvement d’ascension n’affecte ni la pulsation ni
le coefficient d’amortissement des oscillations.
On retrouve donc le re´sultat expe´rimental e´tonnant de Abi Chebel & al.
(2012) [2] en conside´rant par exemple le cas [Es = 0.0025, Ma = 2] pour lequel
on a vu dans la section 1 de cette partie que la vitesse d’ascension a` Ma = 2
e´tait celle d’une particule solide, meˆme si l’interface n’e´tait pas inte´gralement
couverte et rigidifie´e. On constate aussi que a` Es = 0.0025, la dynamique des
oscillations est tre`s proche de celle de la goutte propre. On a donc bien un cas
ou` la goutte oscille comme une goutte propre, mais monte comme une particule
rigide.
La figure 3.17 permet aussi de voir que les maxima forment bien une droite,
ce qui implique que non seulement le coefficient d’amortissement est bien le
meˆme avec ou sans ascension lors des premie`res oscillations, ou` les profils de
concentration sont quasiment identiques, mais aussi lors des oscillations suivantes,
alors que les profils sont radicalement diffe´rents. Par exemple dans le cas [Es =
0.0025, Ma = 2], la moitie´ de l’interface est propre, tandis que l’autre est tre`s
contamine´e, avec une concentration bien plus grande que Γ0. Cela conduit a`
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des profils de dissipation radicalement diffe´rents, sans pour autant modifier
le coefficient d’amortissement. La dissipation ge´ne´re´e par les tensioactifs et le
mouvement d’ascension n’a donc pas d’effets sur l’amortissement des oscillations.
Figure 3.17: E´volution temporelle des maxima de a2(t) dans trois confi-
gurations avec une e´chelle logarithmique sur l’axe des ordonne´es. Noir :
Oscillations seules. Bleu : Oscillations et ascension. Symboles : Position
des maxima. Lignes discontinues : droites interpole´es de coefficient
directeur β2.
3.3.4 Conclusion
Dans ce chapitre nous avons conduit des simulations nume´riques visant a`
de´terminer comment la dynamique de l’interface d’une goutte e´tait influence´e
par la pre´sence de tensioactifs adsorbe´s a` son interface. Les configurations phy-
siques aborde´es concernent des situations e´le´mentaires base´es sur les hypothe`ses
suivantes :
— Nous avons conside´re´ de faibles amplitudes de de´formations de manie`re a`
nous concentrer sur le re´gime line´aire d’oscillation.
— Nous avons limite´ l’e´tude a` des situations ou` la forme d’e´quilibre des
gouttes restait proche d’une sphe`re.
— Nous avons ne´glige´ les transferts de tensioactifs entre l’interface et les
phases internes et externes a` la goutte, ce qui revient a` de´crire les situations
ou` ces e´changes sont lents par rapport aux oscillations.
— Nous avons ne´glige´ la diffusion mole´culaire des tensioactifs le long de
l’interface devant leur advection par l’e´coulement.
— Nous avons relie´ la tension de surface a` la concentration surfacique par
une relation de proportionnalite´ qui suppose des tensioactifs dilue´s inter-
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agissant peu entre eux.
Sous ces hypothe`ses, un certain nombre de conclusions inte´ressantes ont e´te´
obtenues.
Tout d’abord, l’e´tude des oscillations en l’absence de pesanteur a permis
de de´montrer la pertinence de la me´thode nume´rique mise au point par com-
paraison avec les re´sultats analytiques disponibles. L’analyse des re´sultats a
aussi montre´ le lien direct entre effet Marangoni et dissipation de l’e´nergie
et mis en lumie`re que la taux d’amortissement des oscillations n’est pas une
fonction croissante monotone de la concentration en tensioactif mais passe au
contraire par un maximum pour une valeur particulie`re du nombre d’e´lasticite´ Es.
En second lieu, l’influence de l’effet Marangoni sur l’ascension d’une goutte
sous l’effet de la pesanteur a e´te´ e´tudie´. On a retrouve´ le phe´nome`ne connu
d’augmentation de la traˆıne´e qui tend rapidement vers celle d’une sphe`re rigide.
Nous avons cependant observe´ que la vitesse d’ascension d’une sphe`re rigide
est atteinte pour des concentrations pour lesquelles toute l’interface n’est pas
immobilise´e. De plus, alors que le coefficient de traˆıne´e est bien une fonction
monotone croissante de la concentration en tensioactifs (mesure´e par le parame`tre
Ma) l’intensite´ de l’effet Marangoni (mesure´e par le parame`tre Ma∗) passe par
un maximum pour une valeur donne´e de la concentration. Ce re´sultat rappelle
celui obtenu pour les oscillations, mais son interpre´tation est plus simple pour
l’ascension. Lorsqu’on augmente Ma, le lieu ou` se trouve le gradient maximum
de concentration se de´place vers l’avant de la goutte. Une fois qu’il a passe´
l’e´quateur, la vitesse de l’e´coulement pre`s de la surface diminue causant une
diminution du cisaillement et donc de l’effet Marangoni qui le contrebalance.
Enfin, les oscillations d’une goutte en ascension ont e´te´ e´tudie´es. Pour une
goutte sphe´rique, il apparaˆıt que les mouvement d’ascension et d’oscillation
restent de´couple´s. Ce re´sultat obtenu pour des interfaces propres par Lalanne
et al. (2013) [35] est donc e´tendu ici pour des interfaces contamine´es. Le plus
surprenant est que, meˆme lorsque les gradients de concentrations surfaciques
engendre´s par l’ascension sont beaucoup plus grands que ceux cause´s par les
oscillations, la fre´quence des oscillations et leur taux d’amortissement restent
identiques a` leur valeur pour une goutte immobile ayant un meˆme niveau de
contamination. Ceci permet d’expliquer le re´sultat expe´rimental surprenant de
Abi Chebel et al. (2012) [2] qui avaient observe´s que les oscillations d’une goutte
en ascension pouvaient eˆtre identiques a` celle d’une goutte propre alors meˆme
que sa vitesse d’ascension correspondait a` une interface totalement immobilise´e
par la pre´sence de tensioactifs.
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On voit donc, que bien que restrictives, les hypothe`ses formule´es dans ce
chapitre s’appliquent a` des situations bien re´elles correspondant aux cas d’inter-
faces contamine´es par de faibles quantite´s de tensioactifs provenant d’impurete´s.
En revanche, pour des gouttes dans un environnement de composition chimique
complexe, comme dans les e´mulsions pe´trolie`res ou les milieux biologiques, la
prise en compte d’une rhe´ologie interfaciale plus complexe est ne´cessaire. L’objet
du chapitre suivant est d’aborder de telles situations en prenant en compte l’effet
d’une viscosite´ interfaciale.
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Chapitre 4
Simulation nume´rique
d’une goutte en pre´sence
de viscosite´ interfaciale
4.1 E´tude analytique du saut de contraintes a`
l’interface
4.1.1 Outils de calcul tensoriel pour la rhe´ologie
Le mode`le choisi dans cette the`se pour prendre en compte des effets visqueux
a` l’interface est, comme pour Lu & Apfel (1991) [43] et Miller & Scriven (1968)
[46], le mode`le de Boussinesq-Scriven 1.42 pre´sente´ au chapitre 1. L’expression
tensorielle donne´e pre´ce´demment doit eˆtre transforme´e en une expression adapte´e
a` la simulation nume´rique et a` une formulation en terme de sauts de contraintes
tangentielles et normales.
Dans cette section, on passe en revue les outils mathe´matiques qui seront utiles
pour le de´veloppement de ce chapitre. Ils sont base´s sur les lois d’alge`bre pour un
espace a` trois dimensions. On rappelle que les variables note´es en gras sont des
tenseurs d’ordre 1, ou vecteurs, et que ceux souligne´s sont des tenseurs d’ordre
2 de´crits par des matrices. Les autres sont des scalaires. On adoptera aussi la
notation d’Einstein, qui implique la sommation des indices re´pe´te´s. Par exemple,
aibi =
∑3
i=1 aibi.
4.1.1.1 Contraction simple ou produit scalaire
La contraction simple entre deux vecteurs a et b conduit a` un scalaire c = a.b.
On l’exprime en fonction des coordonne´es de a et b :
c = aibi = a1b1 + a2b2 + a3b3. (4.1)
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4.1.1.2 Produit vectoriel
Le produit vectoriel de deux vecteurs, c = a×b est de´fini a` l’aide du symbole
de Levi-Civita ǫijk :
ǫ123 = ǫ312 = ǫ231 = 1 (4.2)
ǫ321 = ǫ213 = ǫ132 = −1. (4.3)
Dans tous les autres cas, c’est-a`-dire si deux indices sont e´gaux, alors ǫijk = 0.
Le produit vectoriel est alors de´fini ainsi :
ck = ǫijkaibj. (4.4)
Le vecteur c peut aussi s’exprimer ainsi :
c =

a2b3 − a3b2
a3b1 − a1b3
a1b2 − a2b1
 . (4.5)
Ce produit peut eˆtre aussi utilise´ entre un vecteur et une matrice c = a × b. Ces
coordonne´es s’e´crivent ainsi :
clm = ǫljkajbkm. (4.6)
Et pour c = b× a on a :
clm = ǫijmajbli. (4.7)
4.1.1.3 La double contraction
La double contraction est note´e par deux points ≪ : ≫et s’effectue entre deux
matrices. Le scalaire c re´sultant de l’ope´ration s’exprime ainsi :
c = a : b = aijbji. (4.8)
Il en re´sulte que la double contraction d’une matrice avec la matrice identite´
I = δij (ou` δij est le symbole de de Kronecker e´gal a` 1 si i = j et a` 0 sinon),
permet de retrouver sa trace :
Tr(a) = a : I = aii. (4.9)
4.1.2 De´veloppement du saut de contraintes
Pour un point situe´ sur l’interface, on se place dans le repe`re (s, s′, n) ou` n est
le vecteur unitaire normal a` l’interface tandis que s et s′ sont les vecteurs unitaires
tangents a` l’interface. La vitesse d’un point sur l’interface s’e´crit v = vnn+ vs.
Sa composante normale est donc vn et vs = vss + vs′s
′ est le vecteur vitesse
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projete´ sur le plan tangent a` l’interface. On appelle H la courbure moyenne et
K la courbure de Gauss de l’interface, ainsi de´finies a` l’aide du vecteur normal :
H = −1
2
∇s.n, (4.10)
K = −1
2
(n×∇sn× n) : ∇sn, (4.11)
avec les notations de´finies dans la section 4.1.1.
L’e´quation 4.10 est similaire a` l’e´quation 2.38. On de´finit aussi les courbures
principales κ1 et κ2 suivant les directions tangentielles s et s
′ a` l’aide du gradient
du vecteur normal :
∇sn = −

κ1 0 0
0 κ2 0
0 0 0
 . (4.12)
4.1.2.1 Simplifications ge´ne´rales
Commenc¸ons par exprimer les courbures H et K en fonction des courbures
principales. La courbure moyenne est facile a` exprimer :
H = −1
2
∇s.n = κ1 + κ2
2
. (4.13)
De´composons le calcul de la courbure gaussienne en deux e´tapes :
n×∇sn× n =

0
0
1
×

κ1 0 0
0 κ2 0
0 0 0
×

0
0
1
 =

κ2 0 0
0 κ1 0
0 0 0
 . (4.14)
K = −1
2

κ2 0 0
0 κ1 0
0 0 0
 :

−κ1 0 0
0 −κ2 0
0 0 0
 = −12(−κ2κ1 − κ1κ2) = κ1κ2. (4.15)
On rappelle l’expression du saut de contraintes au travers d’une interface vis-
queuse de viscosite´ de dilatation κv et de cisaillement ǫv, cette force F incluant
e´galement la contrainte Marangoni, de´ja` donne´e pre´ce´demment :
F = ∇sσ + (κv + ǫv)∇s(∇s.v)
+ ǫv[2K(v− nn.v) + n×∇s(n.∇s × v) + 2(n×∇sn× n).∇s(n.v)]
+ n[2Hσ + 2H(κv + ǫv)∇s.v− 2ǫv(n×∇sn× n) : ∇sv]. (4.16)
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Pour simplifier cette expression, on utilise les formules suivantes :
∇s.v = ∇s.vs − 2Hv.n, (4.17)
(∇s × v).n = (∇s × vs).n, (4.18)
On peut alors re´e´crire l’e´quation 4.16 ainsi :
F = ∇sσ + (κv + ǫv)∇s(∇s.vs − 2Hvn) + ǫv[2Kvs + n×∇s(n.∇s × vs)
+ 2(n×∇sn× n).∇svn] + n[2Hσ + 2H(κv + ǫv)(∇s.vs − 2Hvn)
− 2ǫv(n×∇sn× n) : (∇svs − vn∇sn)]. (4.19)
Cette e´quation est la forme la plus simple qui puisse eˆtre e´crite en l’absence
d’hypothe`ses restrictives sur la ge´ome´trie des de´formations. Elle fait intervenir
toutes les composantes de la vitesse et les deux courbures principales.
4.1.2.2 Simplification pour une interface axisyme´trique
On se place maintenant dans le cas d’une interface axisyme´trique. La simpli-
fication qui en de´coule est importante et sera utile car les simulations effectue´es
dans toute la suite sont axisyme´triques, comme celles du chapitre 3. Avec cette
hypothe`se, un point sur l’interface est repe´re´ par le vecteur x = [x, 0, z]T dans
le repe`re des coordonne´es cylindriques. Le vecteur normal unitaire s’e´crit dans ce
repe`re n = [nx, 0, nz]
T . On peut aussi e´crire, dans le repe`re sphe´rique (s,s′,n) :
∇s = [ ∂
∂s
, 0, 0]T , (4.20)
vs = [vs, 0, 0]
T . (4.21)
La courbure principale suivant s′, repre´sente´e sur la figure 4.1, peut aussi s’ex-
primer :
κ2 = −nx
x
. (4.22)
Se´parons maintenant les termes normaux Fsvn des termes tangentiels Fsvt, en
ne gardant que les termes visqueux on obtient :
Fsvt = (κv + ǫv)∇s(∇s.vs − (κ1 + κ2)vn) + ǫv[2κ1κ2vs + n×∇s(n.∇s × vs)
+ 2(n×∇sn× n).∇svn] (4.23)
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Figure 4.1: Repre´sentation du rayon de courbure R2 =
−1
κ2
en un point
de coordonne´es (x, z) dans les conditions axisyme´triques.
Fsvn = n[(κ1 + κ2)(κv + ǫv)(∇s.vs − (κ1 + κ2)vn)
− 2ǫv(n×∇sn× n) : (∇svs − vn∇sn)]. (4.24)
On note que l’on a retire´ les termes de Marangoni et de Laplace dans ces
expressions, pour ne se focaliser que sur les effets visqueux. Pour simplifier encore
ces expressions, utilisons les e´quations 4.20 et 4.21 pour e´crire ces e´galite´s :
∇s(∇s.vs) = ∂
2vs
∂s2
s, (4.25)
n×∇s(n.∇s × vs) = 0, (4.26)
(n×∇sn× n).∇svn = ∂vn
∂s

κ2 0 0
0 κ1 0
0 0 0
 .

1
0
0
 = κ2∂vn∂s s, (4.27)
(n×∇sn× n) : ∇svs = ∂vn
∂s

κ2 0 0
0 κ1 0
0 0 0
 :

∂vs
∂s 0 0
0 0 0
0 0 0
 = κ2∂vs∂s . (4.28)
Avec ces e´quations, ainsi que l’e´quation 4.15, on peut alors simplifier les
expressions de Fsvn et Fsvt et obtenir :
Fsvt.s = (κv + ǫv)
∂2vs
∂s2
− ∂
∂s
(
(κ1 + κ2)vn)
)+ ǫv[2κ1κ2vs + 2κ2∂vn
∂s
] (4.29)
Fsvn.n =
[
ǫv(κ1 − κ2)(∂vs
∂s
− (κ1 − κ2)vn) + κv(κ1 + κ2)(∂vs
∂s
− (κ1 + κ2)vn)
]
(4.30)
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4.1.2.3 Line´arisation autour de la forme sphe´rique
Lu & Apfel (1991) [43] et Miller & Scriven (1968) [46] ont effectue´ un
de´veloppement similaire, pour le cas de petites amplitudes de de´formations autour
de la forme sphe´rique. Or, les sauts de contraintes tangentielles et normales 4.29
et 4.30 ont e´te´ pre´sente´s dans le cas d’une forme axisyme´trique sans hypothe`se
sur l’amplitude de de´formation. Dans cette partie, nous allons donc line´ariser
ces deux expressions autour de la sphe`re afin de ve´rifier que nous retrouvons les
expressions propose´es par Lu & Apfel [43] dans ce cas particulier. L’hypothe`se
des petites de´formations implique que la coordonne´e polaire r s’e´crit :
r(θ) = R(1 + ζ(θ)), (4.31)
avec ζ ≪ 1. Alors on peut e´crire pour les courbures principales :
κ1 ∼ 1
R
(
1 +O(ζ)
)
, (4.32)
κ2 ∼ 1
R
(
1 +O(ζ)
)
, (4.33)
dont il de´coule :
κ1 + κ2 ∼ 1
R
(
1 + 1 +O(ζ)
)
∼ 1
R
O(ζ0), (4.34)
κ1 − κ2 ∼ 1
R
(
1− 1 +O(ζ)
)
∼ 1
R
O(ζ), (4.35)
(κ1 − κ2)2 ∼ 1
R2
(
1− 1 +O(ζ)
)2
∼ 1
R2
O(ζ2). (4.36)
La plupart des termes intervenant dans les expressions des sauts a` l’interface
sont d’ordre ze´ro en ζ. Par exemple :
∂2vs
∂s2
∼ ||v||
R2
O(ζ0), (4.37)
(κ2 + κ1)
∂vn
∂s
∼ ||v||
R2
O(ζ0). (4.38)
En revanche, les termes facteurs de (κ2 − κ1) sont d’ordre 1 ou 2 en ζ :
(κ2 − κ1)2vn ∼ ||v||
R2
O(ζ2), (4.39)
(κ2 − κ1)∂vs
∂s
∼ ||v||
R2
O(ζ), (4.40)
de meˆme que le terme incluant la de´rive´e des courbures :
∂κ1
∂s
vn ∼ ||v||
R2
O(ζ). (4.41)
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Pour effectuer la line´arisation, on ne garde que les termes d’ordre ze´ro en ζ.
Il reste alors :
Fsv = n
[
κv(κ1 + κ2)(
∂vs
∂s
− (κ1 + κ2)vn)
]
+ t
ǫv(∂2vs
∂s2
+ 2κ1κ2vs) + κv(
∂2vs
∂s2
− (κ1 + κ2)∂vn
∂s
)
 . (4.42)
Le de´veloppement de l’e´quation donne´e par Lu & Apfel (1991) [43], en ajoutant
l’hypothe`se axisyme´trique aboutit exactement au meˆme re´sultat. Dans la suite,
nous re´aliserons les simulations nume´riques a` partir des expressions des sauts a`
l’interface non line´arise´es 4.29 et 4.30.
4.2 Simulations nume´riques d’interfaces
visqueuses
4.2.1 Pre´sentation des me´thodes nume´riques
Dans cette section nous discuterons des me´thodes nume´riques qui ont e´te´
de´veloppe´es afin de prendre en compte les sauts de contraintes dus a` la viscosite´
de surface avec la me´thode Level-Set / Ghost Fluid. Comme cela a de´ja` e´te´
explique´ dans le chapitre 2, la prise en compte de ce saut ne pose pas de proble`me
majeur, car la me´thode permet de´ja` de prendre en compte un saut de contraintes
normales, c’est-a`-dire le terme de Laplace, et un saut de contraintes tangentielles,
c’est-a`-dire le terme de Marangoni. Le saut Fsv est donc de´compose´ en deux
composantes, Fsvn e´tant pris en compte de manie`re similaire au saut de pression
de Laplace et Fsvt pris en compte a` l’aide de la matrice J de l’e´quation 2.53.
La difficulte´ provient du calcul des de´rive´es des composantes de la vitesse, dans
les directions normale et tangentielles a` l’interface. La me´thode la plus simple
consiste a` e´crire, par exemple pour le terme de de´rive´e tangentielle de la vitesse
tangentielle :
∂vs
∂s
= s.∇(v.s) =
−nz
nx
 .
 ∂∂x
∂
∂z
 (−nzvx + nxvz), (4.43)
ce qui demande de de´river les composantes du vecteur normal. Cette me´thode
simple ne donne pas de bons re´sultats. Les observations indiquent que la pre´cision
sur la de´rivation de ces composantes du vecteur normal n’est pas suffisante.
Deux me´thodes ont alors e´te´ propose´es pour calculer correctement les de´rive´es
des composantes de la vitesse. La premie`re introduit un maillage sur l’interface
a` chaque ite´ration. Les valeurs de la vitesse sont interpole´es sur ce maillage pour
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pouvoir ensuite diffe´rencier simplement ces valeurs suivant la coordonne´e polaire
θ. La seconde me´thode utilise une extension hors de l’interface de la valeur de la
vitesse tangentielle dans une zone proche de l’interface.
4.2.1.1 Premie`re Me´thode : Maillage de l’interface
La premie`re e´tape de cette me´thode revient a` ge´ne´rer un maillage le long de
la direction me´ridienne de l’interface. Pour ce faire, on commence par repe´rer
les points d’intersection de l’interface avec le maillage eule´rien initial du code a`
l’aide des changements de signe de la fonction Level set φ. Chaque fois qu’un
changement de signe est repe´re´, on me´morise les coordonne´es du point sur
l’interface, xint et zint, ainsi que les composantes de la vitesse vtint et vnint, et les
courbures κ1int et κ2int. Cette me´thode a e´te´ explique´e pre´ce´demment dans la
section 3.1.1.2. On exprime les coordonne´es polaires en chaque point du nouveau
maillage par :
θint = tan
−1(
zint
xint
), (4.44)
rint =
√
x2int + z
2
int. (4.45)
La de´rive´e suivant la direction tangentielle peut s’e´crire facilement a` l’aide
des coordonne´es polaires :
∂
∂s
=
1
r
∂
∂θ
. (4.46)
Cependant, on ne peut diffe´rencier directement les coordonne´es de la vitesse en
utilisant vtint, rtint et θtint. En effet celles-ci, bien que relativement correctement
calcule´es, contiennent de faibles fluctuations de courte longueur d’onde, ce qui
fausse e´norme´ment le calcul des de´rive´es.
La deuxie`me e´tape consiste donc a` effectuer un filtrage gaussien pour calculer
les de´rive´es des grandeurs qui nous inte´ressent. On utilise la me´thode donne´e
par Mac`ıa (2007) [44]. On de´finit la fonction gaussienne :
g(θ) =
1√
2πξ
exp(−θ
2
2ξ
), (4.47)
ou` ξ est e´gal au carre´ de l’e´cart type de la fonction. Le filtrage d’une fonction
bruite´e fbruit(θ) s’effectue alors a` l’aide d’une convolution :
flisse(θ) = g ∗ fbruit(θ) =
∫ π
0
fbruit(τ)g(θ − τ)dτ, (4.48)
ou` ∗ repre´sente l’ope´rateur de convolution de´fini pour θ ∈ [0 π]. Cette ope´ration
peut eˆtre interpre´te´e comme le calcul d’une valeur moyenne de la fonction fbruit
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en un point en ponde´rant les points alentours par le noyau gaussien. Le calcul
des de´rive´es lisse´es se fait ensuite aise´ment a` l’aide des e´galite´s suivantes :
∂fbruit
∂θ
|lisse = −θ
ξ
g ∗ fbruit, (4.49)
∂2fbruit
∂θ2
|lisse = θ
2 − ξ
ξ2
g ∗ fbruit. (4.50)
Cette me´thode permet de calculer les valeurs des sauts directement sur l’interface
Fsvtint et Fsvnint. Cependant, il faut ensuite extrapoler Fsv sur le maillage eule´rien
d’origine pour pouvoir prendre en compte les sauts avec la me´thode Ghost fluid.
Au centre d’une maille a` proximite´ de l’interface, que l’on repe`re a` l’aide de la
coordonne´e polaire θ telle que θint(j) < θ < θint(j + 1), la valeur du saut sera :
Fsvt = Fsvtint(j)(1− α) + αFsvtint(j + 1). (4.51)
Ce saut est ensuite pris en compte comme les autres sauts pre´sente´s dans le
chapitre 2.
La valeur de ξ doit eˆtre choisie de telle sorte que la forme du profil de´rive´
soit cohe´rente avec la forme du profil d’origine, sans pour autant aplatir le profil.
La figure 4.2 montre le profil de vitesse tangentielle, qui n’est pas lisse´ dans
les simulations, et de sa de´rive´e tangentielle seconde obtenue par lissage pour
ξ = 0.126, 0.251, 0.377, 0.5027, qui correspondent a` des e´carts-types de 1%, 2%,
3% et 4% du secteur angulaire d’angle π. La plus faible valeur permet d’obtenir
un profil de vitesse tangentielle proche du profil non lisse´, mais la de´rive´e seconde
montre des irre´gularite´s inde´sirables. La seconde valeur de ξ en revanche, permet
d’obtenir un profil de vitesse tangentielle proche du profil non lisse´ mais aussi
un profil de de´rive´e seconde re´gulier. Pour les valeurs plus e´leve´es, la perte
d’amplitude sur le profil des de´rive´es tangentielles lisse´s est trop importante et
risquerait d’influencer la dynamique des oscillations de manie`re errone´e. Pour la
suite de l’e´tude, on utilisera donc ξ = 0.251 avec cette me´thode.
4.2.1.2 Seconde Me´thode : Extension de vs et vn
La deuxie`me me´thode consiste a` effectuer une extension des valeurs de vs et
vn le long de la direction normale a` l’interface, avec la meˆme technique que celle
utilise´e pour l’expansion de Γ, pre´sente´e dans la section 2.2.6. On commence
donc par calculer dans tout le domaine :
vs = −nzvx + nxvz, vn = nxvx + nzvz. (4.52)
Les grandeurs vs et vn n’ont pas de signification physique en dehors de l’inter-
face. Apre`s extension, les nouvelles grandeurs v˜s et v˜n ve´rifient, a` proximite´ de
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Figure 4.2: Profil non lisse´ de vs a` gauche et profils lisse´s de
∂2vs
∂s2 a`
droite, obtenus par lissage avec 4 valeurs de ξ. Bleu : ξ = 0.126. Rouge :
ξ = 0.251. Vert : ξ = 0.377. Noir : ξ = 0.5027. Profil a` l’instant t = T2/4,
pour une goutte d’heptane dans de l’eau avec Es = 0.1, βd = βs = 0.
l’interface :
∂v˜s
∂n
= 0,
∂v˜n
∂n
= 0. (4.53)
On peut donc e´crire les e´galite´s suivantes :
||∇v˜s||2 = (∂v˜s
∂s
)2, ||∇v˜n||2 = (∂v˜n
∂s
)2, (4.54)
dont on de´duit :
∂v˜s
∂s
= ±
√√√√(∂v˜s
∂x
)2 + (
∂v˜s
∂z
)2,
∂v˜n
∂s
= ±
√√√√(∂v˜n
∂x
)2 + (
∂v˜n
∂z
)2. (4.55)
On calcule alors le laplacien surfacique de vs a` partir du laplacien classique :
∆s = ∆+ 2H
∂
∂n − ∂
2
∂n2 .
4.2.1.3 Adaptation du pas de temps
Afin de garantir une bonne stabilite´ des simulations, la condition CFL est
modifie´e pour s’adapter aux viscosite´s de surface. On de´finit le pas de temps
ve´rifiant cette condition :
dtv = CFLv
dx3min(ρi, ρo)
max(ǫv, κv)
. (4.56)
Le nombre CFLv doit ve´rifier CFLv ≤ 1. Dans nos simulations, on prend
CFLv = 1.
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4.2.2 Validation ge´ome´trique
Pour valider l’efficacite´ de ces me´thodes, on effectue des oscillations de forme
de gouttes, similaires a` celles de la section 3.2, puis on compare les profils de Fsv,
en posant ǫv = κv = 1 a` ceux de Lu et Apfel. La table 3.2 donne les parame`tres
physiques de´crivant la goutte. Afin de s’assurer que les profils de vitesse sont
cohe´rents, on de´sactive l’action de Fsvn dans le saut des contraintes normales
et de Fsvt dans le saut des contraintes tangentielles, c’est-a`-dire qu’on e´value
l’importance des diffe´rentes composantes de ces forces interfaciales Fsvn et Fsvt
sans qu’elles n’aient d’effet sur l’e´coulement calcule´. On extrait donc uniquement
la pre´cision avec laquelle les me´thodes approchent les profils de vitesse, les
courbures et leurs de´rive´es. On choisit une goutte contamine´e telle que Es = 0.1,
pour laquelle la vitesse tangentielle n’est pas ne´gligeable par rapport a` la vitesse
normale. L’amplitude initiale de la de´formation reste a2(t = 0) = 0.1.
La figure 4.3 montre les diffe´rents termes des e´quations 4.29 et 4.30 dans
cette configuration afin de comparer leur importance relative. Le terme dominant
dans Fsvn est κv(κ1 + κ2)
2vn, tandis que le terme dominant dans Fsvt s’e´crit
−κv(κ1 + κ2)∂vn∂s . Il semble logique que, dans un cas d’oscillations de forme a`
faible amplitude, les termes dominants soient facteurs de la viscosite´ de dilatation.
On constate que les termes facteurs de vn sont nuls au niveau des nœuds de
l’interface, ou` cette dernie`re est nulle, et que les termes facteurs de vs sont au
contraire nuls au niveau des poˆles et de l’e´quateur. On constate aussi les termes
qui avaient e´te´ pre´dits d’ordre 2 ou supe´rieur dans la partie 4.1.2.3, comme les
termes facteurs de (κ2 − κ1), sont d’amplitudes nettement plus faibles que les
autres.
La figure 4.4 montre les de´rive´es premie`re et seconde des vitesses normale et
tangentielle obtenus avec la me´thode du maillage de l’interface et les compare
a` la the´orie de Lu & Apfel (1991) [43]. La perte d’amplitude sur les de´rive´es
de la vitesse tangentielle est une conse´quence du lissage gaussien. En effet, afin
de choisir un e´cart-type pour la gaussienne, il faut trouver un compromis entre
respect de la forme initiale du signal et suppression du bruit. Ici, l’e´cart-type
est de´fini par
√
ξ = 0.08π pour la vitesse tangentielle et
√
ξ = 0.04π pour la
vitesse normale. La figure 4.5 montre les termes dominants dans Fsvt et Fsvn
calcule´s avec la me´thode du maillage de l’interface et compare´s a` la the´orie de
Lu & Apfel (1991) [43], a` partir du champ de vitesse a` l’instant ou` la goutte est
sphe´rique pour la premie`re fois, c’est a` dire a` t = T/4. Il apparaˆıt qu’ils sont
tous les deux calcule´s proprement avec cette me´thode.
La figure 4.6 montre les composantes de Fsv calcule´es par la me´thode du lissage
gaussien et compare´es a` leurs profils the´oriques. On obtient des profils relati-
vement ressemblants dans les deux cas. Les erreurs sont manifestement dues a`
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l’e´cart observe´ sur les de´rive´es premie`re et seconde de la vitesse tangentielle, qui
jouent un roˆle important, bien que moindre que celui des deux termes dominants
de la figure 4.5.
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Figure 4.3: Profils des termes composant Fsvn et Fsvt issus de la the´orie
de Lu & Apfel (1991) [43] a` 4 instants : t = 0, bleu, t = T/4, rouge,
t = T/2, vert, t = 3T/4, noir. Tous les termes sont normalise´s par R et
ω∗.
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Figure 4.4: A` gauche : Profils des de´rive´es de vitesse normale (rouge)
et tangentielle (bleu) obtenus par la me´thode du maillage de l’interface
compare´s a` ceux de Lu & Apfel (1991) [43]. A` droite : Profil de la
de´rive´e seconde de la vitesse tangentielle obtenu par la premie`re me´thode
compare´s a` ceux de Lu & Apfel. Tous les termes sont normalise´s par R
et ω∗.
Figure 4.5: Profils du terme dominant dans Fsvn a` gauche et dans Fsvt
a` droite. Pointille´s : me´thode du maillage de l’interface. Tirets : the´orie
de Lu & Apfel (1991) [43]. Tous les termes sont normalise´s par R et ω∗.
Figure 4.6: Profils de Fsvn a` gauche et de Fsvt a` droite. Pointille´s :
Profils obtenus par la me´thode du maillage de l’interface. Tirets : Profils
obtenus par la the´orie de Lu & Apfel (1991) [43]. Tous les termes sont
normalise´s par R et ω∗.
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Afin de ve´rifier la capacite´ de la me´thode d’extension a` calculer proprement
une de´rive´e spatiale, on trace les profils de vn et de sa de´rive´e tangentielle, qui
interviennent respectivement dans le terme dominant de Fsvn et Fsvt, sur la figure
4.7. On note que dans ce cas, le profil de vitesse tangentiel est e´loigne´ de la
the´orie line´aire, on se concentre donc sur la composante normale de la vitesse de
l’interface. La proprete´ du profil de´rive´ et sa proximite´ avec le profil the´orique est
tre`s encourageant pour la suite de l’e´tude pour des gouttes a` interface visqueuse.
Figure 4.7: Profil de vn a` gauche et de sa de´rive´e tangentielle a` droite,
normalise´s par R et ω∗. Goutte d’heptane dans de l’eau, Es = 0,
Reosc = 168.
4.2.3 Validation physique
Dans cette partie, on cherche a` e´valuer les performances des me´thodes de
calcul des de´rive´es dans un cas d’oscillations de forme dans lequel les viscosite´s
de surface jouent maintenant un roˆle. On prendra pour re´fe´rence les parame`tres
ω2 et β2, pre´visibles a` l’aide de la the´orie de Lu & Apfel ou de Miller & Scriven
[43, 46]. Les effets de Fsv sont donc pris en compte dans le calcul du mouvement
des fluides : la contrainte Fsvt est ajoute´e a` la contrainte de Marangoni, comme
dans l’e´quation 2.53, et la contrainte Fsvn ajoute´e a` l’expression de saut de
Laplace, selon la me´thode nume´rique de´crite au chapitre 2.
4.2.3.1 Me´thode du maillage a` l’interface
La figure 4.8 montre la fre´quence et le coefficient d’amortissement d’une
goutte propre, Es = 0, en fonction de βd =
κv
µoR
et βs =
ǫv
µoR
(µ0 e´tant la viscosite´
de la phase externe), de valeurs e´gales. Le code permet d’effectuer des simulations
sur plusieurs oscillations sous la condition βd, βs ≤ 100. Au-dela`, le calcul diverge.
Cependant, il donne de bons re´sultats sous cette condition, tant sur ω2 que sur
β2, avec moins de 15% d’erreur sur les deux parame`tres. La convergence en
maillage est observable dans le cas βd = βs = 20 avec 15, 30 et 45 mailles par
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rayon. Les re´sultats sont tre`s proches pour les deux maillages a` 30 et 45 mailles
par rayon. Le reste des simulations est donc effectue´ avec 30 mailles par rayon.
Figure 4.8: E´volution de ω2 a` gauche et de β2 a` droite en fonction
de βd = βs, normalise´s par la valeur pour une goutte non visqueuse,
obtenus par la simulation nume´rique avec la me´thode du maillage a`
l’interface (x) compare´s aux re´sultats the´oriques de Lu & Apfel [43]
(ligne). Bleu : 15 mailles par rayon. Rouge, 30 mailles par rayon. Vert : 45
mailles par rayon. Goutte d’heptane dans de l’eau, Es = 0, Reosc = 168.
Pour ve´rifier la qualite´ du calcul des sauts de contraintes a` l’interface, on
ve´rifie que les profils de vitesses normale et tangentielle et de leurs de´rive´es
sont proches de la the´orie de Lu & Apfel [43], dans un cas ou` il est assure´ que
les viscosite´s de surface ont une influence non ne´gligeable sur la dynamique de
l’oscillation. On choisit le cas βd = βs = 20, pour lequel le coefficient d’amortis-
sement est multiplie´ par deux, comme le montre la figure 4.8. Il apparaˆıt sur
la figure 4.9 que toutes les composantes de la vitesse et de ses de´rive´es sont a`
nouveau tre`s proches des profils the´oriques. On remarque meˆme que les profils
des de´rive´es premie`res et seconde sont plus proches de la the´orie que ne le sont
les meˆmes profils lorsqu’ils sont cause´s par l’effet Marangoni (figure 4.4 de la
section pre´ce´dente). Ce phe´nome`ne est duˆ au fait que le calcul de la de´rive´e de
la vitesse tangentielle du cas Marangoni e´tait effectue´ sans lissage ni extension.
Le bruit ge´ne´re´ par la discre´tisation moins pre´cise entraˆıne les e´carts observe´s
dans la figure 4.4. Il de´coule du bon calcul des profils de vitesse, une bonne
concordance entre les profils des contraintes a` l’interface repre´sente´s sur la figure
4.9. Les profils du cas de l’interface visqueuse prouvent la fiabilite´ de la me´thode
dans l’intervalle βd, βs < 100.
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Figure 4.9: Profils a` l’instant ou` la goutte passe par la forme sphe´rique,
a` t = T2/4 des composantes normales (rouge) et tangentielles (bleu) de
la vitesse et de ses de´rive´es, et de Fsv. Tous les profils sont normalise´s
par R et ω∗. Goutte d’heptane dans de l’eau, Es = 0, Reosc = 168,
βd = βs = 20. Pointille´s : simulations nume´riques. Tirets : The´orie de
Lu & Apfel [43]
Il faut cependant noter que la pre´cision du code est moins bonne lorsque βs
est grand et lorsque βd est petit. En effet, le code ne de´crit pas correctement la
variation de l’amortissement lorsque βs diminue, comme le montre la table 4.1.
Les figures 4.10 montrent les profils de vs, vn, Fsvt et Fsvn dans le cas βd = 50,
βs = 0 ou` l’erreur est importante aux instants t = T2/4 et t = T2 + T2/4. Elles
montrent que lors de la premie`re oscillation, le calcul des profils de vitesse et des
contraintes est pre´cis et proche de la the´orie. Cependant, lors de la deuxie`me
oscillation, ces grandeurs sont largement sous estime´es, ce qui concorde avec
l’observation que le coefficient d’amortissement est surestime´.
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Figure 4.10: Profils des composantes normales (rouge) et tangentielles
(bleu) de la vitesse a` gauche et de Fsv a` droite. En haut : instant
t = T2/4. En bas : t = T2 + T2/4. Pointille´s : simulations avec la
me´thode de maillage de l’interface. Tirets : the´orie de Lu & Apfel [43].
ρ̂ = 1.46, µ̂ = 2.5, Es = 0, Reosc = 168.
βd βs β2 numerique (s
−1) β2 Lu & Apfel (s−1) Erreur (%)
20 20 111 92 21
20 0 105 83 27
50 50 139 131 6
50 0 141 84 68
Table 4.1: Comparaison de coefficients d’amortissements calcule´s
nume´riquement a` l’aide de la me´thode du maillage a` l’interface et
de la the´orie de Lu & Apfel [43] pour βd 6= βs. ρ̂ = 1.46, µ̂ = 2.5,
Es = 0, Reosc = 168.
A` partir de ces simulations valide´es sur la base du calcul the´orique de Lu &
Apfel [43], observons maintenant les champs de vitesse et de dissipation visqueuse
lors du mouvement d’oscillation. Nous conside´rons des cas ou` les viscosite´s de
surface sont e´gales et augmentent progressivement, causant une augmentation
progressive du coefficient d’amortissement des oscillations : la figure 4.11 illustre
ces champs de dissipation normalise´s dans le cas d’une goutte propre, et de
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viscosite´s de surface adimensionnelles βs et βd e´gales a` 10, 20 et 50. L’aug-
mentation du coefficient d’amortissement s’accompagne, de manie`re similaire
a` ce qui a e´te´ observe´ au chapitre 3 en pre´sence d’effet Marangoni mais sans
viscosite´ de surface, d’une translation de la zone de dissipation visqueuse depuis
l’inte´rieur vers l’exte´rieur de la goutte. Pour les interfaces peu visqueuses, la
dissipation a lieu a` la fois dans le fluide interne et dans le fluide externe, a` la
fois dans les couches limites associe´es au mouvement d’oscillation, au voisinage
de l’interface, ainsi que dans la partie potentielle de l’e´coulement a` des distances
un peu plus grandes de l’interface (la dissipation e´tant particulie`rement visible
le long de l’e´coulement aux poˆles nord et sud). Pour les cas avec des interfaces
plus visqueuses, la dissipation se fait presque uniquement dans le fluide externe.
Ce mouvement de la re´gion ou` le maximum de la dissipation a lieu depuis
l’inte´rieur vers l’exte´rieur de la goutte est lie´ au fait que le fluide le moins
visqueux est a` l’inte´rieur de la goutte. Pour une interface parfaitement mobile,
le fluide le plus visqueux (externe) peut glisser sur l’interface et le maximum de
vorticite´ est donc situe´ dans la couche limite qui se de´veloppe a` l’inte´rieur de la
goutte. En pre´sence d’une grande viscosite´ de surface, les deux fluides subissent
un important frottement a` l’interface et c’est alors le plus visqueux qui dissipe le
plus.
4.2.3.2 Me´thode de l’extension
Dans cette partie, on s’inte´resse aux performances de la me´thode de l’extension
sur un cas d’oscillation de goutte. La table 4.2 contient les valeurs de ω2 et β2
obtenues par la simulation nume´rique et compare´es aux valeurs the´oriques de
Lu & Apfel [43]. La figure 4.12 montre l’e´volution de ω2 et β2 en fonction de
βd lorsque βd = βs. La convergence en maillage y est aussi repre´sente´e pour le
cas βd = βs = 20. Dans toutes les configurations, le coefficient d’amortissement
obtenu nume´riquement est tre`s proche de la valeur the´orique et l’erreur ne
de´passe pas 20 %, y compris lorsque βd 6= βs, pour des maillages comportant au
moins 30 mailles par rayon et dans des cas ou` l’amortissement des oscillations
est supe´rieur a` 4 fois celui d’une goutte propre. Cette observation permet de
valider la solidite´ de la me´thode d’extension sur un cas physique.
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Figure 4.11: Champs de vitesse et de dissipation volumique normalise´e
par l’e´nergie me´canique du syste`me, le coefficient d’amortissement
d’une goutte propre et son volume a` l’instant t = T2/4 ou` la goutte
est sphe´rique. De gauche a` droite et de haut en bas : βd = βs = 0,
βd = βs = 10, βd = βs = 20, βd = βs = 50.
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Figure 4.12: Evolution de ω2 a` gauche et de β2 a` droite en fonction
de βd = βs, obtenus par la simulation nume´rique avec la me´thode de
l’extension (croix) compare´s aux re´sultats the´oriques de Lu & Apfel
[43] (ligne). Bleu : 15 mailles par rayon. Vert, 30 mailles par rayon.
Rouge : 45 mailles par rayon. ρ̂ = 1.46, µ̂ = 1, Es = 0 et Reosc = 168.
βd βs β2 nume´rique β2 Lu & Apfel Erreur (%)
10 10 93 85 9
10 0 66 66 0
20 20 133 137 3
20 0 104 103 1
60 60 277 243 14
60 0 93 112 17
Table 4.2: Comparaison de coefficients d’amortissements calcule´s
nume´riquement a` l’aide de la me´thode d’extension et de la the´orie
de Lu & Apfel [43] pour ρ̂ = 1.46, µ̂ = 1, Es = 0 et Reosc = 168.
Les profils de vitesse a` l’interface et de ses de´rive´es, ainsi que de Fsvn et Fsvt
sont repre´sente´s sur la figure 4.13 et compare´s a` la the´orie line´aire. Tous les
profils sont tre`s proches, mais on observe toutefois un bruitage assez important.
De plus, dans le cas de la de´rive´e seconde, une dizaine de points surestime´s d’un
facteur 10 et un point, non repre´sente´ sur la figure, surestime´ d’un facteur 100
par rapport a` la the´orie. Ces profils un peu bruite´s ne semblent cependant pas
avoir d’effet majeur dans les simulations vu que le coefficient d’amortissement
est correctement calcule´.
Inte´ressons nous maintenant aux champs de dissipation obtenus nume´riquement
avec la me´thode d’extension repre´sente´s sur la figure 4.14. Ils sont repre´sente´s
pour 5 cas. D’abord les deux cas βd = 10, βs = [0, 10]. Ensuite βd = 20,
βs = [0, 20]. Ils sont aussi compare´s a` ceux d’une goutte propre et sans viscosite´s
de surface βd = βs = 0. On observe d’abord, comme pour la me´thode de maillage
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Figure 4.13: Profils de vitesse a` l’interface et de ses de´rive´es obtenus
avec la me´thode d’extension (pointille´s) a` l’instant ou` la goutte est
sphe´rique t = T2/4 et compare´s a` la the´orie line´aire (tirets). Profils
normalise´s par R et ω∗. Bleu : Composantes tangentielles. Rouge :
Composantes normales. βd = βs = 20, ρ̂ = 1.46, µ̂ = 1, Es = 0 et
Reosc = 168.
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a` l’interface, une migration du lieu de la dissipation de l’inte´rieur vers l’exte´rieur
de la goutte. Il apparaˆıt aussi que, dans les cas ou` βs = 0, la valeur maximum
de la dissipation volumique dans les fluides est plus grande que lorsque βs 6= 0.
Cependant, la valeur de la dissipation inte´gre´e sur tout le volume reste infe´rieure
dans le cas ou` βs = 0, ce qui est cohe´rent car, comme il a e´te´ montre´ dans le
chapitre 3, le coefficient d’amortissement est lie´ directement a` la dissipation
totale dans les fluides. La pre´sence d’une viscosite´ de cisaillement, en modifiant
le profil de vitesse tangentielle a` l’interface, modifie donc la distribution spatiale
de la dissipation dans le fluide.
4.2.3.3 Confrontation des deux me´thodes
Dans cette section, nous allons confronter les deux me´thodes sur des cas simi-
laires. Les simulations seront effectue´es avec les parame`tres suivants : ρ̂ = 1.46,
µ̂ = 2.5, Es = 0, Reosc = 168. Les maillages sont similaires pour les deux
me´thodes et comportent 30 mailles dans le rayon de la goutte, ce qui est suffisant
pour obtenir un re´sultat converge´ en maillage.
La figure 4.15 montre les profils des vitesses normale et tangentielle et de
Fsvn et Fsvt a` t = T2/4 dans le cas ou` βd = βs = 50. Les taux d’erreur sur les
coefficients d’amortissement obtenus avec les deux me´thodes sont faibles : 6%
pour la me´thode de maillage de l’interface et 1% pour la me´thode d’extension. On
observe donc sans surprise que tous les profils obtenus par simulations concordent
avec les profils the´oriques. Il faut cependant noter que, pour la me´thode d’exten-
sion, les points surestime´s d’un facteur 100 ont e´te´ omis sur cette figure. Ces
points n’apparaissent qu’avec la me´thode d’extension car celle-ci n’utilise pas de
lissage comme la me´thode de maillage de l’interface, ce qui explique l’absence de
bruit avec cette me´thode.
La figure 4.16 montre les profils des vitesses normale et tangentielle et de Fsvn
et Fsvt a` t = T2+ T2/4 dans le cas ou` βd = 50 et βs = 0. Dans ce cas, la me´thode
d’extension permet d’obtenir un re´sultat nettement meilleur sur le coefficient
d’amortissement : 68% pour la me´thode de maillage de l’interface contre 16%
pour la me´thode d’extension. Les profils lors de la seconde oscillation sont de´ja`
largement sous estime´s par rapport a` la the´orie avec la me´thode de maillage
de l’interface, tandis que la me´thode d’extension donne des profils nettement
meilleurs.
Ces figures montrent que la me´thode d’extension reste plus fiable et plus
prometteuse que la me´thode du maillage de l’interface. Bien que cette dernie`re
soit sensiblement plus pre´cise dans le calcul des profils de vitesse, elle ne permet
pas de capturer correctement l’effet de βs.
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Figure 4.14: Champs de vitesse et de dissipation volumique normalise´e
par le volume de la goutte, le coefficient d’amortissement d’une goutte
propre et par l’e´nergie me´canique du syste`me a` l’instant t = T2/4 ou` la
goutte est sphe´rique et pour ρ̂ = 1.46, µ̂ = 1, Es = 0 et Reosc = 168.
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Figure 4.15: Profils de vitesse a` l’interface et de ses de´rive´es obtenus
avec la me´thode d’extension (pointille´s) a` l’instant ou` la goutte est
sphe´rique t = T2/4 et compare´s a` la the´orie line´aire (tirets). Bleu :
Composante tangentielle. Rouge : Composantes normales. βd = βs = 20,
ρ̂ = 1.46, µ̂ = 1, Es = 0 et Reosc = 168.
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Figure 4.16: Profils de vitesse a` l’interface et de ses de´rive´es obtenus
avec la me´thode d’extension (pointille´s) et la me´thode de maillage de
l’interface (croix) a` l’instant ou` la goutte est sphe´rique t = T2+ T2/4 et
compare´s a` la the´orie line´aire (ligne). Bleu : Composantes tangentielles.
Rouge : Composantes normales. βd = 50, βs = 0, ρ̂ = 1.46, µ̂ = 1,
Es = 0 et Reosc = 168.
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4.2.4 Conclusion
Dans cette partie, un de´veloppement analytique de l’expression du saut des
contraintes tangentielle et normale a` l’interface selon le mode`le de Boussinesq-
Scriven a e´te´ propose´. La prise en compte de ce saut de contraintes permet de
conside´rer une interface visqueuse sous la seule condition axisyme´trique avec une
amplitude de de´formation quelconque. Ce mode`le est utile pour mode´liser des
effets sur la dynamique de l’e´coulement qui apparaissent pour des concentrations
en tensioactifs adsorbe´s un peu plus importantes que dans le cas de simple
contamination comme au chapitre pre´ce´dent ou` l’effet Marangoni e´tait la force
interfaciale dominante.
Deux me´thodes nume´riques ont e´te´ propose´es pour calculer les de´rive´es de
la vitesse a` l’interface dans la direction tangentielle : l’une a` base d’un lissage
gaussien des profils sur un maillage de´fini sur l’interface, et l’autre base´e sur
l’extension des profils de vitesse tangentielle de l’interface dans les fluides. Le
lissage permet de contourner les proble`mes de bruitage sur les profils, tre`s im-
portants sur la de´rive´e seconde en particulier. La me´thode d’extension parvient
cependant a` la calculer proprement sans passer par cette e´tape de lissage. Les
deux me´thodes ont pu eˆtre teste´es valide´es sur leur capacite´ a` calculer correcte-
ment les profils des de´rive´es tangentielles premie`re et seconde des composante
de la vitesse interfaciale dans un cas ou` les viscosite´s de surface sont nulles.
Cependant, dans les simulations d’oscillations de forme, la me´thode du maillage
de l’interface ne donne pas de bons re´sultats sur le coefficient d’amortissement
lorsque βs est petit et que βd est grand. En revanche, la me´thode d’extension
donne de bons re´sultats dans tous les cas e´tudie´s, pour des nombres de viscosite´s
de surface ne de´passant pas 100. En termes de fre´quence et d’amortissement, elle
est aussi pre´cise pour les cas avec viscosite´s de surface et effet Marangoni que les
simulations sur les oscillations de forme de gouttes propres.
On dispose maintenant d’un code nume´rique parfaitement ope´rationnel pour
simuler des interfaces avec e´lasticite´ de Gibbs et viscosite´s de surface.
Nous avons pu observer, sur les cas de simulation re´alise´s, que les viscosite´s de
surface modifient grandement le profil de vitesse tangentielle le long de l’interface,
en lissant le gradient surfacique par rapport au cas d’une goutte propre. Cela
se traduit par une modification de la distribution de la puissance visqueuse
dissipe´e entre les deux phases qui augmente globalement en pre´sence de viscosite´s
interfaciales, ce qui entraˆıne une augmentation du coefficient d’amortissement β2
des oscillations de forme.
D’un point de vue nume´rique, lorsque les viscosite´s interfaciales sont grandes,
l’enjeu consiste donc a` eˆtre capable de capturer la dissipation plus importante
dans ces nouvelles couches limites d’oscillation, ce qui peut ne´cessiter d’augmen-
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ter la re´solution du maillage.
Les me´thodes nume´riques de´veloppe´es ici pour prendre en compte les visco-
site´s de surface sont prometteuses. Ne´anmoins, elles ne´cessitent encore quelques
ajustements pour eˆtre comple`tement ope´rationnelles pour toutes les combinai-
sons de parame`tres. En effet, pour des viscosite´s de surface adimensionnelles
supe´rieures a` 100, pour le moment, le bruit nume´rique existant dans le calcul des
de´rive´es des composantes tangentielles et normales de la vitesse dans la direction
tangentielle a` l’interface, en particulier pour le calcul de la de´rive´e seconde,
compromet la stabilite´ du calcul. Parmi les pistes d’ame´lioration possibles, on
peut envisager d’augmenter la pre´cision nume´rique sur le calcul des composantes
du vecteur normal a` l’interface, crucial pour re´aliser les projections du champ de
vitesse dans le repe`re local de l’interface, ou encore un couplage entre la me´thode
d’extension de vs et vn avec une ope´ration de de´rivation incluant un filtrage du
bruit comme ce que fait la me´thode du filtre gaussien.
Dans le chapitre suivant, nous montrerons comment la the´orie de Lu & Apfel
[43], mode´lisant une interface avec e´lasticite´ de Gibbs ainsi que des viscosite´s
de surface de dilatation et de cisaillement, permet d’interpre´ter des mesures de
fre´quences et de coefficients d’amortissement des oscillations de forme dans le
cas d’expe´riences sur une goutte de pe´trole. Sur la base de cette the´orie, nous
essaierons de remonter a` la pre´diction des parame`tres rhe´ologiques de l’interface
pour le syste`me e´tudie´, en fonction de l’aˆge de l’interface.
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Chapitre 5
Confrontation de la the´orie
line´aire a` des re´sultats
expe´rimentaux concernant
un goutte de pe´trole.
Le proce´de´ expe´rimental des oscillations force´es par variation de volume,
de´crit dans la section 1.2.4.2, a notamment e´te´ utilise´ pour e´tudier les modes
inertiels d’oscillations de forme des gouttes de pe´troles bruts peu visqueux,
pre´sentant des rhe´ologies interfaciales complexes de´pendant de l’aˆge des interface.
Dans cette partie, nous confrontons les mesures effectue´es sur ces gouttes a`
la the´orie de Lu & Apfel (1991) [43], avec prise en compte a` la fois de l’effet
Marangoni et des deux viscosite´s de surface.
Dans le cas d’oscillations force´es de gouttes d’heptane, sans ajout de tensio-
actifs, Abi Chebel (2009) [1] a montre´ que la the´orie line´aire de Miller & Scriven
[46] ou Lu & Apfel [43] est capable de pre´dire correctement la pulsation ωL
et le coefficient d’amortissement βL des oscillations : expe´rimentalement, il est
possible de cre´er des variations d’amplitudes de de´formation suffisamment faibles
pour rester dans le re´gime line´aire pre´dit par ces the´ories, et la pre´sence d’un
cou de raccordement entre le capillaire et le reste de la goutte est ne´cessaire afin
que chaque mode propre d’oscillation soit de´crit par une harmonique sphe´rique
dominante, ce qui permet de se placer dans des conditions ou` ces the´ories restent
applicables bien qu’elles aient e´te´ e´tablies pour des oscillations de gouttes non
attache´es. Dans le cas d’une goutte contenant du pe´trole brut, nous cherchons
maintenant a` confronter la the´orie de Lu & Apfel [43] incluant l’effet des ten-
sioactifs sur les oscillations aux re´sultats expe´rimentaux obtenus dans la the`se
d’Abi Chebel (2009) [1].
La difficulte´ dans cette confrontation est de de´terminer les proprie´te´s rhe´ologiques
a` utiliser dans la the´orie, a` savoir les 4 nombres adimensionels, Es, βd, βs et
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λ, respectivement les nombres d’e´lasticite´, de viscosite´ de dilatation et de ci-
saillement, et d’adsorption surfaciques. Les expe´riences e´tant mene´es a` haute
fre´quence, on fait l’hypothe`se que le temps caracte´ristique des oscillations est
beaucoup plus petit que le temps caracte´ristique de l’adsorption des tensioactifs
sur l’interface. Autrement dit, on conside`re que les tensioactifs sont insolubles
durant les oscillations et que par conse´quent λ→ 0. La premie`re me´thode utilise´e
pour de´terminer les trois parame`tres restants consiste a` utiliser les mesures des
proprie´te´s rhe´ologiques issues du mode`le de Kelvin-Voigt employe´ par Abi Chebel
(2009) [1], effectue´es a` basse fre´quence. La seconde me´thode consiste a` faire varier
les diffe´rents parame`tres adimensionels, dans le but de trouver a` l’aide du mode`le
de Lu & Apfel [43] des combinaisons permettant de retrouver les pulsations et
coefficients d’amortissement mesure´s. Dans les sections suivantes, nous explorons
ces deux me´thodes.
Les gouttes e´tudie´es par Abi Chebel (2009) [1] sont principalement compose´es
d’heptane auquel a e´te´ me´lange´ une certaine quantite´ de brut de pe´trole contenant
de nombreuses espe`ces tensioactives (asphaltate`nes, re´sines. . . ) et sont immerge´es
dans de l’eau. Leurs proprie´te´s physiques sont : ρo = 997 kg.m
−3 , ρi = 684
kg.m−3 ,
µo = 0, 9.10
−3 Pa.s , µi = 0, 4.10−3 Pa.s ,
σ0 = 25 mN/m .
Ce qui donne les nombre adimensionnels suivants : ρ̂ = ρo/ρi = 1.46, µ̂ = µo/µi =
2.5.
Deux types d’interfaces sont e´tudie´es. La premie`re sur des interfaces dites
’jeunes’. Les expe´riences sont mene´es sur des gouttes de rayon R = 1.9 mm, ce
qui donne un nombre de Reynolds d’oscillation de : Reosc =
√
ρoRσ0
µo
= 218. Avant
d’effectuer les mesures, elles sont laisse´es 20 minutes afin de laisser le temps aux
mole´cules tensioactives de s’adsorber sur l’interface jusqu’a` atteindre la valeur
de tension interfaciale σ0 = 25 mN/m. Le second type d’interface, dite ’vieillie’
correspond a` des gouttes qu’on a laisse´es vieillir au moins 30 minutes. La tension
de surface est peu affecte´e par rapport a` l’interface jeune. On diminue ensuite le
volume des gouttes en absorbant un peu de liquide de manie`re a` augmenter le
taux de couverture des interfaces par les mole´cules adsorbe´es. Il est a` noter que
si l’on diminue le volume des gouttes au-dela` d’une certaine limite, l’interface se
plisse, ce qui indique des interactions significatives entre les mole´cules adsorbe´es.
Les expe´riences d’oscillation sont ne´anmoins effectue´es dans des conditions ou
ces plis ne sont pas observe´s. Le rayon des gouttes est R = 1.635 mm, ce qui
correspond a` un nombre adimensionnel Reosc = 202.
Les mesures effectue´es sur ces gouttes donnent la pulsation et le coefficient
d’amortissement pour les modes 2, 3 et 4, de´taille´s dans la table 5.1.
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Interface jeune Interface vieille Valeurs the´oriques
pour une interface propre
n=2 ω = 209rad.s−1 ω = 509rad.s−1 ω = 142rad.s−1
β = 33.8s−1 β = 86.0s−1 β = 5.68s−1
n=3 ω = 330rad.s−1 ω = 616rad.s−1 ω = 267rad.s−1
β = 42.5s−1 β = 81.0s−1 β = 10.7s−1
n=4 ω = 420rad.s−1 ω = 773rad.s−1 ω = 406rad.s−1
β = 67.2s−1 β = 100s−1 β = 16.9s−1
Table 5.1: Fre´quences propres et taux d’amortissement pour les
expe´riences sur les deux types de gouttes de Abi Chebel (2009)[1]
compare´s a` ceux obtenus par la the´orie de Lu & Apfel [43] pour une
goutte propre.
5.1 Extrapolation des parame`tres rhe´ologiques
a` partir des mesures effectue´es a` basse fre´quence
Abi Chebel (2009) [1] a utilise´ un mode`le de Kelvin-Voigt pour interpre´ter la
re´ponse de l’interface a` la de´formation de ses expe´riences d’oscillations a` basses
fre´quences, comprises entre 0.1 Hz et 1 Hz. La tension de surface, affecte´e par la
pre´sence de tensioactifs est mesure´e a` tout instant par la me´thode de la goutte
pendante oscillante. Le mode`le de Kelvin-Voigt, pre´sente´ dans la section 1.1.2.1
se base sur une e´quation d’e´tat liant le tenseur des contraintes τ au tenseur des
de´formations e et sa de´rive´e temporelle ǫ :
τ = EKVR e+ η
KV
A ǫ, (5.1)
l’e´lasticite´ EKVR et la viscosite´ η
KV
A e´tant lie´es au module e´lastique complexe
ainsi :
E =
dσ
d lnA
= EKVR + iωFη
KV
A , (5.2)
ou` ωF est la pulsation du forc¸age. Les mesures effectue´es a` basses fre´quences
sont pre´sente´es sur la figure 5.1. On observe que EKVR comme η
KV
A e´voluent
avec la fre´quence des oscillations et peuvent eˆtre de´crites, dans l’intervalle
0.1 ≤ fHz = ωF2π ≤ 1 Hz, par les lois de puissance suivantes :
EKVR = A f
B
Hz, (5.3)
ηKVA = C f
D
Hz. (5.4)
Pour une interface jeune, les coefficients sont A = 0.0267, B = 0.25, C = 0.0014,
D = −0.76.
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Figure 5.1: Evolution des parame`tres EKVR (mN.m
−1) a` gauche et
ηKVA (mN.s.m
−1) en fonction de la fre´quence fHz. Gouttes aˆge´es de 1.5
minute en bleu, 15 minutes en rouge, 30 minutes en noir. Les symboles
correspondent aux donne´es des expe´riences, les lignes droites aux lois
de puissance avec des exposants de 0.25, 0.25 et 0.26, respectivement.
En extrapolant ces expressions jusqu’aux fre´quences correspondant a` la re´sonance
de chaque mode, on de´termine les valeurs suivantes :
Mode 2 : ω2 = 209 rad/s E
KV
R = 64, 1.10
−3N/m ηKVA = 9, 8.10
−5Pa.s,
Mode 3 : ω3 = 330 rad/s E
KV
R = 71, 9.10
−3N/m ηKVA = 6, 8.10
−5Pa.s,
Mode 4 : ω4 = 420rad/s E
KV
R = 76, 3.10
−3N/m ηKVA = 5, 7.10
−5Pa.s. Ces valeurs
aboutissent aux parame`tres adimensionels de la table 5.2 ou` l’on a suppose´ que
les deux viscosite´s interfaciales, de cisaillement et de dilatation, sont e´gales a` la
viscosite´ intervenant dans le mode`le de Kelvin-Voigt.
β βd βs λ
n=2 2.564 131.3 131.3 0
n=3 2.876 90.69 90.69 0
n=4 3.052 75.73 75.73 0
Table 5.2: Parame`tres adimensionels caracte´risant la rhe´ologie interfa-
ciale et obtenus par extrapolation des mesures a` basses fre´quences.
Les valeurs des pulsations et coefficients d’amortissement donne´es par la
the´orie de Lu & Apfel [43] en utilisant les parame`tres de la table 5.2 sont
compare´es aux mesures expe´rimentales dans la table 5.3. On observe que les
pre´dictions the´oriques de la pulsation et du coefficient d’amortissement des modes
2, 3 et 4 des oscillations de forme qui en de´coulent ne sont pas en accord avec
l’expe´rience. La pulsation est tour a` tour largement sous-estime´e et surestime´e.
124
Le coefficient d’amortissement est quant a` lui syste´matiquement surestime´. Il est
a` noter que cet e´cart entre the´orie et expe´rience n’est pas duˆ a` l’hypothe`se qui
consiste a` conside´rer que les deux viscosite´s de surfaces sont e´gales. En fait, βd
n’a que peu d’influence sur le re´sultat alors que βs en a beaucoup.
Dans la section suivante, nous allons mettre de coˆte´ les mesures effectue´es
a` basse fre´quence et chercher a` de´terminer le jeu de parame`tres qui permet de
s’approcher le plus du re´sultat expe´rimental.
Interface jeune - mesures Lu & Apfel - the´orie
n=2 ω = 209rad.s−1 ω = 169rad.s−1
β = 33.8s−1 β = 48.0s−1
n=3 ω = 330rad.s−1 ω = 328rad.s−1
β = 42.5s−1 β = 62s−1
n=4 ω = 420rad.s−1 ω = 503rad.s−1
β = 67.2s−1 β = 75s−1
Table 5.3: Comparaison des fre´quences propres et taux d’amortisse-
ment entre les expe´riences de Abi Chebel (2009) [1] et la the´orie de Lu
& Apfel (1990) [43] pour une interface jeune, en utilisant les parame`tres
rhe´ologiques obtenus par interpolation des mesures a` basse fre´quence.
5.2 Recherche des parame`tres par isocontours
La deuxie`me me´thode pour e´valuer si la the´orie de Lu & Apfel [43] est capable
de de´crire une interface eau/pe´trole consiste a` faire varier tous les parame`tres
dans la the´orie jusqu’a` faire concorder au mieux la pulsation et le coefficient
d’amortissement pre´dits avec les mesures et the´oriques. Pour ce faire, on fixera
l’un des parame`tres, et on fera varier les deux autres pour ve´rifier s’il existe un
couple de parame`tres optimal. On rappelle que le parame`tre d’adsorption est
toujours pris nul λ = 0. On commencera par e´tudier la goutte jeune, puis la
goutte vieille.
5.2.1 Goutte jeune
La figure 5.2 montre l’e´volution des parame`tres ω2 et β2 pre´dits par la the´orie
en fonction de la viscosite´ de dilatation et de l’e´lasticite´ de surface pour le cas
βs = 0. Ni la pulsation ni le coefficient d’amortissement ne peuvent augmenter
suffisamment pour s’approcher des valeurs expe´rimentales. Cette configuration
est donc e´carte´e. Ensuite, la figure 5.3 pre´sente les re´sultats de la configuration
ou` βs = βd. Si le coefficient d’amortissement peut augmenter suffisamment, ce
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n’est pas le cas de la pulsation. Finalement, On se place dans le cas de la figure
5.4, qui montre l’e´volution des parame`tres ω2 et β2 en fonction de la viscosite´
de cisaillement et de l’e´lasticite´ de surface, avec βd = 0. Dans ce cas, les deux
parame`tres atteignent des valeurs suffisamment hautes pour qu’il existe un couple
de parame`tres tel que la pulsation et le coefficient d’amortissement soient e´gaux
a` ceux observe´s dans les expe´riences. Pour trouver ces coefficients, on trace les
isocontours correspondants aux valeurs expe´rimentales dans le plan (βs, Es) sur
la figure la figure 5.5, ce qui permet d’extraire le couple [βs = 629.5, Es = 1.255]
comme unique solution dans la configuration βd = λ = 0. Naturellement, si
l’un de ces parame`tres venait a` changer, le couple solution serait modifie´ en
conse´quence. Dans la figure 5.6, on trace l’e´volution des couples de solutions en
faisant varier βd. On a obtenu une infinite´ de solution dans les intervalles suivant
pour les parame`tres :
λ = 0, βd = [0 80], βs = [600 7000], Es = [1.22 1.3]. (5.5)
Ainsi, pour obtenir une pulsation suffisamment grande, on retient qu’il a fallu
augmenter tre`s fortement la viscosite´ de cisaillement, par rapport a` la viscosite´
de dilatation. On constate aussi que plus on augmente la viscosite´ de dilatation,
plus il faut augmenter la viscosite´ de cisaillement pour retrouver les re´sultats
expe´rimentaux. Au prix d’une tre`s grande viscosite´ de cisaillement, il est possible
de retrouver les caracte´ristiques du mode 2 expe´rimental, y compris l’ augmenta-
tion de la fre´quence d’oscillation. Il est d’ailleurs surprenant que le seul moyen
pour augmenter significativement la fre´quence soit de conside´rer une grande
viscosite´ de cisaillement, dans ce type d’expe´rience rhe´ologique de dilatation. Le
me´canisme sous-jacent reste encore non compris.
Conside´rons maintenant les modes d’oscillations d’ordres plus e´leve´s. La figure
5.7 pre´sente de manie`re similaire a` la figure 5.6 les valeurs du couple (βs,Es)
les trois premiers modes d’oscillations de formes : L =2, 3 et 4. Les domaines
de solutions pour les 3 modes sont trace´s pour βd allant de ze´ro a` la valeur
maximale, variable suivant le mode, qui permette de trouver une solution avec la
the´orie. Les domaines de solution des trois modes ne posse`dent pas d’intersection.
Les figures 5.8 et 5.9 montrent l’influence du nombre d’adsorption-de´sorption
λ pour les valeurs λ = 0.5 et 1. On observe que non seulement les domaines
de solutions des modes 2 et 3 ne se rejoignent toujours pas, mais qu’en plus
on ne trouve aucune solution lie´e au mode 4. Les phe´nome`nes d’adsorption et
de´sorption ne suffisent donc pas pour expliquer les mesures expe´rimentales.
Aucune solution ne fonctionne donc pour les 3 modes a` la fois. Cela qui
peut signifier que le mode`le de Boussinesq-Scriven utilise´ dans la the´orie de
Lu & Apfel [43] n’est pas adapte´ pour ces gouttes de pe´trole. Peut eˆtre qu’il
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existe des re´seaux sur l’interface qui ajouteraient un comportement e´lastique a`
l’interface non conside´re´ par ce mode`le et ne´cessiteraient l’emploi d’un mode`le
viscoe´lastique. Cependant, il est aussi possible que les parame`tres rhe´ologiques
varient suivant la pulsation de forc¸age, ce qui expliquerait l’existence de solutions
avec des parame`tres diffe´rents.
Figure 5.2: Pulsation the´orique (rad.s−1) a` gauche et coefficient
d’amortissement the´orique (s−1) a` droite en fonction de Es et βd,
pour βs = λ = 0 et Reosc = 218.
Figure 5.3: Pulsation the´orique (rad.s−1) a` gauche et coefficient
d’amortissement the´orique (s−1) a` droite en fonction de Es et βs,
pour βd = βs, λ = 0 et Reosc = 218.
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Figure 5.4: Pulsation the´orique (rad.s−1) a` gauche et coefficient
d’amortissement the´orique (s−1) a` droite en fonction de Es et βs,
pour λ = 0 et Reosc = 218.
Figure 5.5: Isocontours ω2 = 209
rad.s−1 (bleu) et β2 = 33.8 s−1
(rouge) pour βd = λ = 0, Reosc =
218.
Figure 5.6: Evolution des
couples de parame`tres(βs, Es)
permettant de retrouver les
re´sultats expe´rimentaux du
mode 2 pour les diffe´rentes va-
leurs de βd suivantes : βd =
[0, 10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 75, 80],
par ordre croissant de gauche a`
droite. λ = 0 et Reosc = 218.
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Figure 5.7: Evolution des couples
de parame`tres (βs, Es) permet-
tant de retrouver les re´sultats
expe´rimentaux des modes L =2,
3 et 4 pour λ = 0 et pour les
diffe´rentes valeurs de βd suivantes :
[0, 10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 75, 80]
pour L =2,
[0, 10, 20, 30, 40, 50, 60] pour
L=3, [0, 10, 20, 30, 40, 50, 60]
pour L=4 ; par ordre croissant de
gauche a` droite. (Reosc = 218)
Figure 5.8: Evolution des couples
de parame`tres (βs, Es) permet-
tant de retrouver les re´sultats
expe´rimentaux des modes L =2,
3 et 4 pour λ = 0.5 et pour les
diffe´rentes valeurs de βd suivantes :
[0, 1, 5, 10, 12, 14] ; par ordre crois-
sant de gauche a` droite. (Reosc =
218)
Figure 5.9: Evolution des couples de parame`tres (βs, Es) permettant de
retrouver les re´sultats expe´rimentaux des modes L =2, 3 et 4 pour λ = 1
et pour les diffe´rentes valeurs de βd suivantes : [0, 1, 10, 20, 30, 40] ;
par ordre croissant de gauche a` droite. (Reosc = 218)
5.2.2 Goutte vieillie artificiellement
Dans le cas de l’interface viellie, aucune solution n’a pu eˆtre trouve´e dans
le cadre de la the´orie de Lu & Apfel [43]. Dans ce cas, l’interpre´tation la
plus plausible est que l’on se trouve en dehors des hypothe`ses de la the´orie. En
particulier, comme propose´ par Abi Chebel (2009) [1], une e´lasticite´ intrinse`que de
l’interface doit vraisemblablement eˆtre prise en compte. Le mode`le de Boussinesq-
Scriven couple´ a` une e´lasticite´ de Gibbs n’est alors plus suffisant.
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5.3 Conclusion
Dans cette section, nous avons pu trouver des combinaisons de parame`tres
pour lesquels la prise en compte d’une e´lasticite´ de Gibbs et de deux viscosite´s
de surface permet de retrouver les pulsations et coefficients d’amortissements
des trois modes mesure´s lors des expe´riences de Abi Chebel (2009) [1] pour une
goutte jeune. Cependant, la the´orie ne permet pas de trouver de combinaison
unique de parame`tres qui permettent de retrouver les re´sultats expe´rimentaux des
trois modes simultane´ment. Cette observation peut s’expliquer en supposant soit
que le mode`le conside´re´ est incomplet, soit que les viscosite´s de surfaces varient
d’un mode a` l’autre a` cause de la variation de la fre´quence d’oscillation. Cette
deuxie`me interpre´tation est compatible avec le fait que les mesures d’oscillations
a` basse fre´quence montrent une importante variation des modules visqueux et
e´lastiques avec la fre´quence des oscillations. Cependant, il est plus vraisemblable
que le mode`le utilise´ ici soit trop simple pour rendre compte de la complexite´
d’une goutte de pe´trole. Nous avons aussi ve´rifie´ que faire varier le coefficient
d’adsorption-de´sorption ne permet pas de trouver de nouvelle combinaison et
n’est pas une bonne piste pour ame´liorer la description physique. Dans le cas
de la goutte vieillie, aucune combinaison de parame`tres ne permet en effet a` ce
mode`le de reproduire les expe´riences. Les de´veloppements nume´riques conduits
dans cette the`se ont e´te´ limite´s a` la prise en compte de l’e´lasticite´ de Gibbs et des
viscosite´s de surface. Pour cette raison, nous n’avons pas tente´ de reproduire les
re´sultats expe´rimentaux obtenus sur ces gouttes de pe´trole a` l’aide de simulations
nume´riques.
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Conclusion ge´ne´rale
Ce travail a porte´ sur l’e´tude de l’effet des tensioactifs sur la dynamique des
interfaces. Il s’inscrit dans la continuite´ des e´tudes des phe´nome`nes de rupture
de gouttes dans des e´coulements complexes. Dans un e´coulement turbulent, par
exemple, les gouttes se de´forment et re´pondent aux fluctuations impose´es par
l’e´coulement par des oscillations de forme, qui ont e´te´ observe´es experimentalle-
ment par Risso & Fabre (1998) [57] et Galinat et al. (2007) [21] et dont il est
important de savoir caracte´riser la dynamique. Cette dernie`re est principalement
de´crite par le mode 2 d’oscillation de´crivant le passage entre forme allonge´e et
forme aplatie et caracte´rise´e par sa pulsation ω2 et son coefficient d’amortissement
β2. Les e´tudes re´centes de Lalanne et al. (2013) [35] et (2013) [34] se sont porte´es
sur les effets de l’e´coulement externe sur les parame`tres ω2 et β2. Cependant, ces
derniers peuvent aussi eˆtre fortement influence´s par la pre´sence de tensioactifs,
comme le montrent par exemple la the´orie de Lu & Apfel (1991) [43], et les
expe´riences de Tian et al. (1997) [74]. Dans cette the`se, on s’est inte´resse´ aux
deux me´canismes, d’origines thermodynamique et rhe´ologique, par lesquels les
tensioactifs peuvent modifier la dynamique des oscillations de forme.
Dans le chapitre 1, nous avons fait un e´tat de l’art de la description des
interfaces en pre´sence de tensioactifs. L’e´tude thermodynamique a permis de
de´crire l’influence de ces derniers sur la tension de surface. Nous avons vu que
lorsqu’il existe une non uniformite´ de la tension de surface, un e´coulement ten-
dant a` l’uniformiser avait lieu. Ce phe´nome`ne d’origine thermodynamique est
appele´ effet Marangoni, et est responsable de l’e´lasticite´ de Gibbs. Nous avons
ensuite pre´sente´ plusieurs mode`les viscoe´lastiques utilisant une approche par
bilan de forces sur l’interface pouvant eˆtre utilise´s pour de´crire les phe´nome`nes
visqueux et e´lastiques d’origine rhe´ologique. La distinction entre l’e´lasticite´ d’ori-
gine rhe´ologique et l’e´lasticite´ de Gibbs a e´te´ clairement e´tablie. En particulier,
le mode`le de Boussinesq-Scriven [64] permet de mode´liser a` la fois l’e´lasticite´ de
Gibbs et deux viscosite´s de surface. Ce mode`le est utilise´ dans les the´ories d’oscil-
lations de forme de gouttes couvertes de tensioactifs base´es sur la re´solution des
e´quations de Navier-Stokes line´arise´es [43, 46] sur lesquelles nous nous sommes
appuye´s tout au long de cette the`se. Ces the´ories ont e´te´ pre´sente´es dans la se-
conde partie de ce chapitre. Elles montrent que l’e´volution temporelle de la forme
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de la goutte peut eˆtre de´crite par une somme de modes propres, chaque mode
e´tant associe´ a` une harmonique sphe´rique ainsi qu’a` deux e´chelles de temps qui
sont la fre´quence d’oscillation ω et le coefficient d’amortissement β. Les re´sultats
analytiques de ces the´ories donnent acce`s a` l’influence de divers parame`tres sans
dimension lie´s a` l’e´lasticite´ de Gibbs et aux viscosite´s de surface sur ω et β, et
sur l’e´volution des profils de vitesse et de concentration en tensioactifs.
Dans le chapitre 2, la me´thode nume´rique du code DIVA a e´te´ de´crite. Il
repose sur la me´thode Level Set, qui permet un suivi pre´cis de la position de
l’interface dans un maillage eule´rien. La prise en compte du saut des contraintes
normales (pression et contrainte visqueuse) cause´ par la pre´sence de l’interface
a e´te´ de´crite a` l’aide de la me´thode Ghost Fluid. Le code d’origine ne prenant
pas en compte la pre´sence des tensioactifs, nous avons adapte´ ces me´thodes lors
de cette the`se afin d’y inte´grer de nouveaux sauts aux interfaces. Nous avons
choisi de mode´liser l’effet de tensioactifs insolubles, dont l’e´chelle de temps de
transfert vers chacune des phases liquides est donc lente devant la dynamique
des proble`mes physiques que nous regardons. Nume´riquement, la premie`re e´tape
a e´te´ de mode´liser le transport des tensioactifs le long de l’interface en re´solvant
le champ de concentration surfacique. Ensuite, l’influence de ces derniers sur
la tension de surface a e´te´ mode´lise´e a` l’aide d’une e´quation d’e´tat. L’e´quation
d’e´tat de Henry, valable pour des milieux tre`s dilue´e a e´te´ choisie. Enfin, nous
avons montre´ comment la me´thode Ghost Fluid permet de prendre en compte les
contraintes interfaciales supple´mentaires associe´es a` la pre´sence de tensioactifs,
dans les directions tangentielles et normale. Dans la seconde partie de ce cha-
pitre, nous avons pre´sente´ des cas tests ayant permis de valider la mode´lisation
de l’e´quation de transport et de l’effet Marangoni dans le code. La me´thode
nume´rique a donne´ des re´sultats proches des re´sultats the´oriques. Cette partie
de validation a permis de de´terminer les maillages spatiaux et les pas de temps
optimaux pour notre me´thode.
Dans le troisie`me chapitre, des re´sultats de simulations nume´riques de gouttes
en pre´sence de faibles quantite´s de tensioactifs insolubles ont e´te´ obtenus. Ce
chapitre s’est concentre´ sur l’influence thermodynamique de tensioactifs sur la
dynamique de l’interface, c’est-a`-dire sur l’e´lasticite´ de Gibbs sans viscosite´s de
surface.
Les oscillations libres de gouttes ont permis de valider a` nouveau la me´thode
nume´rique sur un cas physique, en faisant varier la quantite´ de tensioactifs et en
comparant l’e´volution de ω2 et β2 avec la the´orie de Lu & Apfel (1991) [43]. Les
simulations nume´riques concordent avec la the´orie avec une erreur infe´rieure a`
15%. Le coefficient d’amortissement est re´gi par la dissipation dans les fluides.
Dans le cas d’une goutte propre, celle-ci a lieu essentiellement dans les couches
limites de part et d’autre de l’interface, ainsi que dans l’e´coulement potentiel en-
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vironnant. Dans le cas de gouttes faiblement contamine´es, il est apparu que l’effet
Marangoni agit en de´portant la couche limite de dissipation vers le fluide externe,
le plus visqueux, causant une augmentation de l’amortissement. Ne´anmoins, β2
n’e´volue pas de manie`re monotone avec la quantite´ de tensioactifs sur l’interface.
En effet, nous avons montre´ que l’e´volution de β2 en fonction de la concentration
surfacique moyenne Γ sur l’interface est relie´e a` l’e´volution de la valeur maximale
du gradient de concentration, c’est-a`-dire a` l’intensite´ de l’effet Marangoni. Ce
dernier n’e´volue pas de manie`re monotone avec Γ, mais pre´sente un maximum
pour une valeur donne´e du nombre d’e´lasticite´ que nous avons identifie´, en accord
avec la the´orie de Lu & Apfel (1991) [43].
Le cas d’une goutte sphe´rique (We ≪ 1) qui n’oscille pas mais qui subit un
mouvement d’ascension cause´ par la pesanteur a ensuite e´te´ simule´. Pour de
tre`s faibles concentrations en tensioactifs, l’e´tude des profils de concentration
en tensioactifs a` l’interface a montre´ l’existence d’une zone propre sur le nez
de la goutte et d’une zone contamine´e a` l’arrie`re, se´pare´es en un angle θcap ou`
le gradient de concentration est le plus fort. Il a e´te´ montre´ que l’intensite´ du
gradient s’adaptait pour contrer l’e´coulement existant sur la zone propre. Ainsi,
dans ce cas e´galement, on observe que l’intensite´ de l’effet Marangoni n’est pas
proportionnel a` la quantite´ de tensioactifs couvrant l’interface. Dans la zone
contamine´e, la vitesse de l’interface est quasiment nulle, ce qui augmente le
coefficient de traˆıne´e en le rapprochant peu a` peu de celui d’une particule solide
e´quivalente. Pour des concentrations surfaciques un peu plus importantes (mais
toujours dans la limite de notre mode`le dilue´), on observe que l’ensemble de
l’e´coulement tangentiel a` l’interface est annule´ par l’effet Marangoni. Ne´anmoins,
nous avons observe´ qu’il n’est pas ne´cessaire d’atteindre cet e´tat d’interface tota-
lement immobile pour que la traˆıne´e de la goutte corresponde a` celle s’exerc¸ant
a` la surface d’une sphe`re solide.
Enfin, nous avons simule´ des gouttes subissant simultane´ment des oscillations de
forme et un mouvement d’ascension cause´ par la gravite´, dans un cas ou` la goutte
oscille autour d’une forme moyenne sphe´rique. Il a e´te´ montre´ que le couplage
entre les tensioactifs et le mouvement d’ascension n’affecte pas la dynamique des
oscillations, bien que la distribution des tensioactifs le long de l’interface soit
comple`tement diffe´rente avec ou sans ascension. Ainsi, les e´chelles de temps de
l’oscillation restent correctement pre´dites par la the´orie de Lu & Apfel (1991)
[43] qui ne´glige tout effet d’ascension. Il en re´sulte le re´sultat surprenant suivant :
il existe des jeux de parame`tres pour lequels une goutte contamine´e peut osciller
comme une goutte propre alors que sa vitesse d’ascension est la meˆme que celle
d’une sphe`re solide. Ce cas correspond a` la reproduction nume´rique du re´sultat
expe´rimental observe´ par Abi Chebel et al. (2012) [2], sur des expe´riences avec
des gouttes d’heptane dans de l’eau dont le niveau de contamination e´tait faible.
Le mouvement d’ascension est donc plus sensible a` la pre´sence de tensioactifs
que le mouvement d’oscillation.
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Dans le chapitre 4, nous avons cherche´ a` e´tudier l’influence des tensioactifs sur
la rhe´ologie des interfaces, dans des cas ou` la concentration est plus importante
que dans ceux du chapitre pre´ce´dent. Afin de mode´liser nume´riquement les effets
des viscosite´s de surface, deux me´thodes de calcul des de´rive´es spatiales des
composantes de la vitesse de l’interface ont e´te´ propose´es. La premie`re consiste
a` mailler l’interface et a` utiliser ce nouveau maillage pour calculer les de´rive´es
le long de l’interface. Cette me´thode a ne´cessite´ l’usage d’un lissage gaussien.
La seconde me´thode re´alise une extension des champs de vitesse tangentielle et
normale a` l’interface pour e´valuer leurs de´rive´es. Il est cependant apparu que
la me´thode base´e sur l’extension e´tait plus robuste que la me´thode de maillage
de l’interface meˆme sans avoir recours a` une e´tape de lissage. Les re´sultats des
simulations d’oscillations de forme de gouttes a` interface visqueuse ont alors
e´te´ pre´sente´s. Les simulations permettent de capturer correctement l’e´volution
de β2 et ω2 en fonction des viscosite´s de surface, qui sont modifie´s dans des
proportions plus importantes que dans un cas ou` les tensioactifs ne confe`rent
a` l’interface qu’une e´lasticite´ de Gibbs. L’e´tude des champs de dissipation a
montre´ que la viscosite´ de dilatation influenc¸ait β2 par un processus similaire
a` l’effet Marangoni. En revanche, la viscosite´ de cisaillement seule n’a qu’une
influence tre`s faible sur la dynamique des oscillations de forme.
Enfin, dans le chapitre 5, nous avons cherche´ a` confronter les expe´riences
d’Abi Chebel et al. (2012) [2] d’oscillations force´es d’une goutte de pe´trole a` la
the´orie line´aire de Lu et Apfel (1991) [43], qui permet de pre´dire correctement
les fre´quences et amortissements des diffe´rents modes d’oscillation, meˆme pour
une goutte attache´e a` un capillaire (Abi Chebel et al. (2011) [3]). L’inte´reˆt est
d’essayer d’utiliser cette the´orie pour pre´dire les parame`tres rhe´ologiques de
l’interface a` un certain aˆge qui sont inclus dans le mode`le, a` savoir l’e´lasticite´ de
Gibbs, la viscosite´ de surface dilatationnelle et de cisaillement, sous l’hypothe`se
de tensioactifs insolubles. Pour une goutte a` interface jeune, l’amortissement des
oscillations est quatre a` six fois plus important que celui d’une goutte propre, et
la fre´quence environ une fois et demi supe´rieure. La seule combinaison permettant
de retrouver ces re´sultats selon la the´orie line´aire d’oscillation est l’utilisation
d’une tre`s forte viscosite´ de cisaillement, d’une viscosite´ de dilatation mode´re´e et
d’une grande e´lasticite´. Si l’e´tude des modes un a` un a permis de trouver des
combinaisons de parame`tres permettant de retrouver les re´sultats expe´rimentaux,
il a e´te´ impossible de trouver des combinaisons valables pour tous les modes
d’oscillation conjointement. Pour une goutte a` interface plus vieille, l’amortis-
sement et la fre´quence ont augmente´ a` nouveau de manie`re plus drastique, et
aucun jeu de parame`tres n’explique cette e´volution. Cette e´tude a mene´ a` la
conclusion que la dynamique de ces gouttes de composition complexe ne peuvent
eˆtre totalement de´crites par le seul mode`le de Boussinesq-Scriven, et qu’il est
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probablement important de conside´rer une e´lasticite´ intrinse`que de ces interfaces.
Afin de poursuivre ce travail, on peut envisager diffe´rentes pistes. D’un point
de vue nume´rique, un mode`le plus complet peut eˆtre introduit dans le code pour
repre´senter l’effet de tensioactifs plus complexes. Par exemple, on peut rendre
les viscosite´s de surface de´pendantes de la concentration en tensioactifs. En effet,
le code dans son e´tat actuel ne prend en compte qu’une interface uniforme´ment
visqueuse, ce qui va a` l’encontre de l’hypothe`se que c’est le frottement entre les
mole´cules tensioactives lors de leurs re´arrangements qui ge´ne`re les viscosite´s de
surface. Ainsi, il sera possible d’observer nume´riquement les effets des parame`tres
rhe´ologiques sur la dynamique des interfaces complexes soumises a` un e´coulement
exte´rieur, et donc d’ame´liorer la compre´hension des phe´nome`nes de rupture
dans les e´mulsions en e´coulement. Il est aussi possible d’e´tudier les effets des
e´changes de matie`re entre l’interface et les fluides en ajoutant une mode´lisation
de l’adsorption et de la de´sorption. Enfin, de nouveaux mode`les viscoe´lastiques,
plus complexes, pourront eˆtre utilise´s pour effectuer des simulations d’interface
avec une e´lasticite´ autre que celle de Gibbs.
Ces mode´lisations plus pousse´es seront notamment utiles pour se rapprocher
de la description de l’hydrodynamique des gouttes dans les e´mulsions, ou` la
concentration en tensioactifs est ge´ne´ralement tre`s importante et de l’ordre de la
concentration micellaire critique (CMC).
Ne´anmoins, on peut de´ja` e´tudier de nombreux proble`mes a` partir du code de
simulation tel qu’il est, meˆme en ne conside´rant qu’une e´lasticite´ de Gibbs qui
suffit pour de´crire des interfaces peu contamine´es. Dans la ligne´e directe des
re´sultats obtenus dans cette the`se, le couplage entre ascension et oscillations de
forme pourrait eˆtre e´tudie´ dans le cas ou` le mouvement de´forme la goutte, ce
qui complique la situation en modifiant les modes propres d’oscillation, comme
de´crit par Lalanne et al. (2013) [35] pour une goutte propre. Dans bien d’autres
situations que des oscillations de gouttes, une non-uniformite´ de la tension
interfaciale, et l’effet Marangoni qui en de´coule, peuvent avoir une tre`s forte
influence sur les phe´nome`nes physiques observe´s, et les e´coulements ge´ne´re´s
pourraient eˆtre e´tudie´s plus en de´tail graˆce a` l’outil de simulation de´veloppe´.
Nous pouvons citer par exemple le proble`me de la dynamique d’ouverture du
pont capillaire lors de la coalescence de deux gouttes, illustre´ dans De Malmazet
et al. (2015) [13], ou encore le proble`me du de´poˆt d’une goutte de solution de
tensioactifs sur une interface de´crit dans Roche´ et al. (2014) [58].
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Re´sume´
Dans les proce´de´s lie´s aux e´mulsions, des e´coulements turbulents et polyphasiques entrent en jeu. De tels
proce´de´s apparaissent dans des domaines varie´s. Dans l’industrie agro-alimentaire, la production de lait fait
intervenir un homoge´ne´isateur a` haute pression, et certains produits tels que la mayonnaise sont des e´mulsions
stables. On trouve aussi des e´mulsions dans le domaine de la sante´ : elles assurent le bon fonctionnement de nos
poumons, tandis que d’autres peuvent eˆtre injecte´es par voie parente´rale en tant que me´dicaments. On les retrouve
aussi dans les proce´de´s de se´paration, par exemple eau-brut de pe´trole dans l’industrie pe´trochimique. Dans
tous les cas, la fragmentation et la coalescence des bulles et gouttes doivent eˆtre maˆıtrise´es, car elles influencent
directement la distribution en taille de la phase disperse´e. La fre´quence d’apparition de ces phe´nome`nes peut eˆtre
pre´dite en utilisant des mode`les adapte´s. Cependant, la pre´sence de mole´cules tensioactives modifie grandement
cette fre´quence et par conse´quent la distribution en taille en sortie du proce´de´. Or, ce type de mole´cules est
pre´sent dans quasiment tous les proce´de´s polyphasiques. L’e´tude des effets des tensioactifs dans ces proce´de´s s’est
alors impose´e.
Dans un des plus re´cents mode`les, les bulles ou gouttes sont conside´re´es comme des oscillateurs force´s par la
turbulence de l’e´coulement environnant. Il est alors ne´cessaire de connaˆıtre a` la fois la turbulence dans le voisinage
de la goutte et les proprie´te´s dynamique de la goutte. La premie`re peut eˆtre de´termine´e expe´rimentalement. La
re´ponse de la goutte au forc¸age est alors de´crite comme une somme d’harmoniques sphe´riques dont la dynamique
est de´crite pour chaque mode par une pulsation et un coefficient d’amortissement. Cette the`se aborde l’e´tude
des effets des tensioactifs sur ces deux grandeurs. Elle s’est de´roule´e en collaboration entre l’IMFT et le LGC,
ce qui a permis d’associer les compe´tences de chaque laboratoire dans les domaines de la physico-chimie, de
l’hydrodynamique des phases disperse´es et des e´coulements turbulents diphasiques.
Le projet lors de cette the`se est d’e´tudier nume´riquement les effets des tensioactifs sur les e´chelles temporelles
caracte´ristiques des oscillations, dans le cas ou` la goutte est immobile ou bien en mouvement dans un fluide
externe. Une e´quation de transport des tensioactifs ainsi que l’effet Marangoni a` l’interface ont e´te´ modelise´s
dans le code DIVA, et valide´s a` l’aide de cas tests. Ensuite, des simulations de gouttes subissant des oscillations
de forme suivant le mode 2 des harmoniques sphe´riques ont permis de de´crire les effets des tensioactifs sur la
dynamique des interfaces. Ils ont e´te´ valide´s par la the´orie pour des oscillations line´aires. Le couplage entre le
mouvement d’ascension et les oscillations de formes a aussi e´te´ e´tudie´, afin de comprendre l’effet d’un fort effet
Marangoni, ge´ne´re´ par l’ascension de la goutte, sur les oscillations.
Les viscosite´s de surface peuvent aussi influencer radicalement la dynamique interfaciale. Lors de cette
the`se, une me´thode a e´te´ de´veloppe´e et valide´e pour permettre a` l’outil de simulation de prendre en compte des
viscosite´s de surface en se basant sur le mode`le de Boussinesq-Scriven. Leur effet sur la dynamique des oscillations
de forme a e´te´ e´tudie´.
Summary
In many industrial processes, such as high-pressure homogenisation or water-oil separation, turbulent and
multiphase flows are involved. To optimize those processes, coalescence and fragmentation need to be controlled
since they impact directly the size distribution of drops and bubbles. The occurrence of those phenomena can be
predicted using adapted models. However, the presence of surfactant molecules at the interface between two fluid
phases can change radically the phenomenology of drops break up and coalescence, and their effect has not been
properly included in existing models yet.
In one of the latest models, drops are considered as forced oscillators driven by the local turbulence of a flow.
It is therefore required to know the local turbulence of the flow and the dynamic properties of the drop. It is
possible to measure experimentally the local velocities in a flow to determine the local average turbulent Weber
number, which represents the forcing term of the oscillator. The dynamic response of the drop is described as a
series of oscillators, the principal mode of which is characterized by two time scales, the pulsation and damping
coefficient.
The goal of this PhD is to study numerically the impact of surfactants on the two time scales mentioned
above, whether the drop is still or in motion in the surrounding fluid. An equation of transport of surfactants and
the Marangoni effect at the interface have been implemented in the code, and validated. Simulations of a drop
undergoing shape oscillations along its eigenmode n = 2 have allowed to study the effects of surfactants on the
time scales of oscillations, which were validated with theoretical predictions for linear oscillations.
Surface viscosities can also influence the time scales of oscillations. Therefore, a numerical method has been
developped and validated to take surface viscosities into account. The stress jump is based on the expression of
the Boussinesq-Scriven model. Their effect is studied on the dynamic of oscillations.
